17. Sistemi lineatri.

Ricordiamo che se[N allora col simboloJindichiamo l'insieme {1, 2, 3, 4, ..... , p}-

17.1. Definizione Diremosistema lineare di m equazioni in n incogniteinsieme di m equazioni
lineari (cioé di  grado) del tipo

(E) aXi+aetaggtaXt . tadXn=h

(B) piXy + BXo + BXz + HaXgF oo+ BXn =

(BCE) ag1Xy + 33Xy + BgXa + Xy * oo+ BXn = D3

(BC) Xy + AXp + AygXg + Ay * o+ BXn = Dy

(€C)  @niXy t @n2Xo + EngXa + @naXa oot GnXn = by
dove (X, Xo, X3, Xgs -+ , %) € lan-upla delleincognite
Per ogni Ul il numero reale b si dicetermine noto della i-esima equaziori®er ogni coppia di

indici (i, j)Ul,x1, il numero reale asi dicecoefficiente dell'incognitanella i-esima equazione

17.2. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionienglincognite (w, X, vy, z)
2w+ 2x-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w-2x-17y+7z=26
Tenendo conto della definizione di matrici uguihsistema precedente si puo scrivere anche cosi:
2w+ 2x-y+3z 15
w-3y+2z =7
3w-2x-17y+7z 26

E’ facile verificare che

w

2 2 -1 3 2W+2xX—-y+3z
X

1 0 -3 2 = w-3y+2z

3 -2 -17 7(|Y| |sw-2x-17y+7z
z



Per cui é possibileappresentareil sistema:

2w+ 2x-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w-2x-17y+7z2=26

anche nel modo seguente:

w

2 2 -1 3 15
X

1 0 -3 2 =| 7

3 -2 -17 7||Y| |26
Z

Si noti che gli elementi dellef inatrice sono i coefficienti delle incognite (w,yx,z).

E’ anche facile verificare che

2 2 -1 3 2w 2X -y 3z 2w+ 2x-y+3z
liw+| O |x+| -3 |y+|2{z=|w|+| O [+ -3y |+|2z| = w-3y+2z
3 -2 -17 7 3w - 2X =17y 7z 3w—-2x-17y+7z

Per cui € possibileappresentareil sistema:

2w+ 2x-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w-2x-17y+7z=26

anche nel modo seguente:

2 2 -1 3 15
liw+| 0 |x+| -3 |y+|2|z=|7
3 -2 -17 7 26

2w+2x-y+3z=15
Per cui il sistema <w-3y+2z=7 si puarappresentarenei due modi seguenti:
3w-2x-17y+7z2=26

> 2 -1 31|"| 15 2 2 -1 3] [15
i1 0o -3 2 X1 = 7 (n |2jw+| 0 |x+| =3 |y+|2|z=|7
3 -2 -17 7 Z 26| 3 -2 -17 7 26
2 2 -1] [3 2 2 -1 3
Sinotiche |1|,| O |,| -3 |,|2| sonolecolonne della matricel 0 -3 2|.
3] [-2] [-17] |7 3 -2 -17 7

Ora, generalizziamo quanto visto nel’lEsempio 17.2.
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Con riferimento a quanto visto nella Definizionelldefiniamo tre matrici A, X e B come segue

1 ¥ X3 M4 - - - - Ay X1 by
apy Ay a3 Ay - . . . Ay X2 by
a3 az a3 a4 - - - . Az X3 b3
A= a41 a42 a43 a44 e a4n X = X4 B:= b4
[8m1 8m2 9m3 8m4 - - - - 8mn] [ Xn_ | Bm

Le colonne di A sono

a1 =1W) 3 N4 an
azy azo az3 any aon
azy azp az3 azy azn
Al — A2 — A3 — A4 — An —_
=1 ag1 |, =] a2 |, =] as3 |, =l agg |y , = | a4n
| Qm1 | | Am2 | | Am3 | | Qm4 | | @mn |

E’ facile convincersi che il sistema lineare del&inizione si puo rappresentare nei seguenti modi

&1 ¥ X3 ¥4 - - - - AHp X by
a1 @y a3 a4 - . - . Ap|[X2 b,
azy Az azz a4 - - - - A3n || X3 by
() a1 @2 3 @4 - - - . An||Xq| =| by
8m1 am2 am3 A4 - - - - Amn]|Xn] [ Pm]
OovVvero AX =B
a1 &2 X3 A4 a1n by
any any as3 ana azn by
azy az az3 azy azn b3
(I g1 (Xy+ | g2 [Xpt | @43 (X3t | 8gq [Xg+ .o+ @gp | Xn=| by
| m1 | | Am2 | | Am3 | | 8m4 | | @mn | | Bm |
ovvero Ay + A+ Adxg + Ay + o+ A, =

17.3. Definizione.Quando useremo la rappresentazione (I) diremal @istemae scrittoin forma

matriciale mentre quando useremo la (1) diremo chegtemaé scrittoper colonne
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Sia C := [A|B] la matrice di tipo #(n+1) che si ottiene “affiancando” la colonna Baathatrice A.

a1 @y @3 &4 .- - - - A b
ay) @y a3 ay . . . . apb
agy agy agz A - - - . agy b3
C=[AB]l=|ay as a3 aq - . . . &by
@m1 am2 @m3 @m4 - - - - mnbm_

17.4. Definizione Per un sistema lineare AX = B diremo che

A é lamatrice dei coefficienth matrice incompletalel sistema,;

X e la (matricefolonna delle incognite

B é la (matricefolonna dei termini noti

C =[A|B] é lamatrice completalel sistema.

17.5.0sservazionePer il Teorema 9.22, lo spazio L2 A3 A% L AT generato dalle colonne
di A e un sottospazio dello spazio L2 A3 A% ..., A" B> delle colonne di C. Per cui si ha che
17.5.1.Cr<Cc

17.5.2. dimCy < dimC: ovvero rg(Ax rg(C) (per I'Osservazione 10.14.1)
17.53.Co=C = dimCs =dimCc (per I'Osservazione 10.14.2)

17.6. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionienglincognite (w, X, y, )
2w +2x-y+32 =15
w-3y+2z=7
3w -2x-17y+7z2=26

2 2 -1 3 W 15 2 2 -1 3|15
X
A=l1 0 -3 2| x= B=|7| cC=[ABl=|1 0 -3 2|7
3 -2 -17 7 y 26 3 -2 -17 7|26
V4
21 [27 [-17 [3 21 T27 [-17 [3] 15
<1,/ 0{,| -3|,|2| > ésottospaziodi|4d|,| 0 |,|-3|,[2]|,|7|>

3 -2 -17 7 3 -2 -17 7 26
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17.7. Definizione Dato un sistema lineare AX = B nelle incognitg, §, X3, X4, -.... , %,) diremo
che lan-upla ordinata di numeri reali §4, 05, 03, Oy, ..... ,a,) € UNA soluzione del sistemse
sostituendmrdinatamente i numeri realia,, a,, 03, 04, ...,0, alle incognite X, X,, X3, X4, ..., %, IN

ognuna delle equazioni si ottengono sempre didietita.

17.8. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionienglincognite (w, X, y, )

2w +2x-y+32 =15
w-3y+2z=7
3w -—-2x-17y+ 72 =26

E facile verificare che la quaterna ordinata (wy,xz) = (19, 1-2, —9) & una soluzione del sistema.
Riguardo all'esistenza di soluzioni di un sisteimaare abbiamo il seguente:

17.9. TEOREMA (Rouché - Capelli).Un sistema lineare ha almeno w@uzione se e solo se il

rango della sua matrice incompleta € uguale alcaedja sua matrice completa.

Dimostrazione. Utilizziamo la scrittura per colonne del sistenmere

Il sistema ha almeno una soluziowg, (5, O3, Oy, ..... ,a)OR" =

= Ala, + A%a, + Adag + Aty + ... + Ala, = (identita) = B <

< B e una combinazione lineare delle colonne diA

- BO<AL AZ A3 A% LA o

= <AL AZ A3 A% LA =<Al A2 A3 A% L AT B> -

o Cr=Capg = Ca=C < dimCar=dimCc < rg(A)=rg(C) B

17.10. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionlienglincognite (w, X, Y, z)

2W+2x-y+3 =15 2 2 -1 3
w-3y+2z=7 A=l1 0 -3 2
3w -2x-17y+ 72 =26 3 -2 -17 7

Abbiamo gia visto che tale sistema ha almeno uh&®me. Facciamo vedere che rg(A) = rg(C).
Il determinante della sottomatrice formata dallenpr; terza e quarta colonna di A € non nullo (e
uguale a +3). Quindi, rg(A) = 3. Da 3 =rg(Ayg(C)< 3 sihache rg(C) = 3.



17.11. DefinizioneUn sistema lineare AX = B si diemrmalese rg(A) = numero righe di A.

17.12. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionlienglincognite (w, X, Y, z)

2w +2x-y+3z=15 2 2 -1 3
w-3y+2z=7 A=|1 0 -3 2
3w —-2x-17y+7z2=26 3 -2 -17 7

Abbiamo gia visto che rg(A) = 3 = numero righe diQuindi, questo sistema lineare € normale.

17.13. Lemma.n un sistema lineare normale il numero delle e € minore o uguale al

numero delle incognite.

Dimostrazione.Se AX = B é un sistema lineare normale con Amb trxn, allora rg(A) = m.

Da m =rg(A)< min{m, n} sihache nxn. &

17.14. Corollario. Un sistema lineare normale s@mprealmeno una soluzione.

Dimostrazione.Se AX = B €& un sistema lineare normale con A tirxn, allora m< n. Quindi,
m < (n+1) da cui m = min{m, (n+1)}. Poiché mgA) < rg(C)< min{m, (n+1)} =m si ha che

rg(A) = rg(C) = m. Per il Teorema di Rouché-Capiéistema ha almeno una soluzion®.

17.15. DefinizioneUn sistema lineare AX = B normaten A quadrata si dicgstema di Cramer

17.16. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionlenglincognite (X, y, z)

2x—-z2=3 2 0 -1
Sy+3z=1 A=|0 5 3
X+y=2 11 0

Poiche detA =1%#0 e rg(A) = 3 = numero righe di A. Quindi, isma e normale.

Poiché A e una matrice quadrata, questo sisterearré un sistema di Cramer.



17.17. Teorema. (Cramer)Jn sistema di Cramer ha un’unica soluzione.

Dimostrazione.Se AX =B e un sistema di Cramer allora, per defime, A € quadrata di rango
massimo. Per cui A & non singolare (cioe detd) e, quindi, invertibile.

E’ facile verificareche la colonna Y := AB ¢ una soluzione del sistema AX = B.

Infatti, moltiplicando (a destra) la matrice A parcolonna Y := A'B si ottiene

AY = (identita) = A(A1B) = (identitd) = (AAY)B = (identita) = IB = (identita) = B

Quindi, sostituendo la colonna X con la colonna=YA"1B nel sistema AX = B si ottiene I'identita

B = B. Per cui, la colonna Y -="AB & una soluzione del sistema AX = B.
Proviamo che tale soluzione Y & unica.

Se Z fosse un’altra soluzione del sistema AX = Byra varrebbe l'identitéAZ = B. Da cui Si

avrebbe Al(AZ) = A"1B. Cioe (A(lA)Z =Y ovvero IZ=Y e,infine Z=Y.N

17.18. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionlenglincognite (x, y, z)

2Xx-z2=3 2 0 -1 3
S5y+3z=1 A=|0 5 3|,B=|1
X+y=2 110 2
3 1 -5
Abbiamo gia visto che questo e un sistema di Crameltre, Al=|-3 -1 6
5 2 -10
3 1 -5||3 0
Quindi, l'unica soluzione del sistema € la colonna YiB=|-3 -1 6 |[|1|=]|2
5 2 -10||2 -3
2Xx-z2=3
Ovvero, laterna (x, y, z) = (0, 23) e l'unica soluzione del sistema 5y +3z =1.
X+y=2

Si noti che tale sistema HANA unica soluzione data dalla terna (0,-3). Quindi, NON ¢

corretto dire che x =0, y = 2 e 28 sonoTRE soluzioni del sistema.



17.19. TeoremalUn sistema linearaormale non di Cramer ha infinite soluzioni.

Dimostrazione.Se AX = B e un sistema lineare non normale di @raafiora rg(A) = m <n.
Quindi, tra le n colonne di A ne esistono m lineante indipendenti che fomano una bas€di

Per comodita supponiamo che siano le ultime (m). Rappresentiamo il sistema per colonne

(®) Al + A%+ AN+ A AT AT o+ L+ A =

Ora, scegliam@ piacereuna (n— m)-upla ordinata di numeri reaB {1, Bm+2 Bm+a ----- Br)-
Sostituendo in tutte le equazioni del sistema i etimeali By, 1, B+ Bz - , B,, ordinatamente
alle incognite %,+1, Xm+2r Xm+3s «---- , %, otteniamo

Alx, + A%y + Adxg + .+ A+ AR+ AT+ AR, =
ovvero
Alx, + A%y + Adxg + A%y + .o+ A = B= (A™B  + AR+ L+ AR
Ponendo
o ATi=[AL A2 A3 A% LAY
(cioé A* e la sottomatrice di A ottenuta cancellardh A le sue ultime (rm) colonne)

- B :=B- (Am+l[3m+1 + Am+2Bm+2 o +A'B,)

si ottiene unnuovo sistema lineare di m equazioni nelle m incog@te x,, X3, X4, -.... » Xm)
(v) Al + A%, + Adxg + Ay + o+ A = B
La matrice incompleta di questo sistema e la matngigadrata A= [A1 | A2 | A3 | A4| ..... | A1

formata dalle prime m colonne della matrice A. Réitali colonne sono linearmente indipendenti
la matrice A ha rango massimo m. Quindi, il sistermg € un sistema di Cramer.
Sia (@1, 05, O3, Oy, ..... ,0,) l'unica soluzione del sistema ), cioé si ha la seguente identita
Alo, + Ao, + Ao, + Atay + ... + Ao = B

E’ immediato verificare che la n-uplai a5, 03, Oy, ..... y O Bt Bmao Bmagy -+ ,B) € una
soluzione del sistemaiziale (#). Infatti, sostituendola all'n-upla delle incognii ha
Alay + A%a, + Adag + ...+ Ao, + AMIB L+ ATTR L+ L+ AR, =

=B +A™IR AR L+ L+ AR, =

=B-(A™PB .+ AR o+ L+ AR AT+ A™R L+ L+ AR =B
Quindi, per ogni sceltadella (n— m)-upla By+1, B+ Bmszr -+ ,B), Si ottiene un’unica soluzione

del sistema linearas(). Di conseguenza, il sistema lineadg pa infinite soluzioni. B
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17.20. DefinizioneNel Teorema 17.12 abbiamo visto che un sistemeata puo avere infinite

soluzioni che dipendono dalla scelta di una ¢n)-upla di numeri reali.

In tal caso diremaheil sistema hard™™ soluzioni

17.21. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionliesliattro incognite (w, X, Y, z)

ow+2x-y+3z=15 > 2 -1 3 W 15
X
w-3y+2z=7 A=/1 0 -3 2|,X= ,B=|7
3w-2x-17y+72=26 3 -2 -17 7 y 26
z
2 -1 3
Abbiamo gia visto che il determinante della sottbina A'’=|1 -3 2| formata dalla prima,
3 -17 7

terza e quarta colonna di A e uguale a +3. Perlauprime, terza e quarta colonna di A sono
linearmente indipendenti. Quindi, scegliamo la seleo incognita x, poniamola ugualefae
portiamola a secondo membro. Si ottiene il seguaai@vo sistema nellére incognite (w, y, z)

2w-y+3z=15-2p4

w-3y+2z=7

3w-17y+7z=26+203

Talenuovo sistema e un sistema di Cramer.

2 -1 3 w 15-2B 13 -44 7
Sihache A={1 -3 2|, X=|y|,B=| 7 |e@y=@3)|-1 5 -1|.
3 -17 7 z 26+ 28 -8 31 -5

Quindi, 'unica soluzione di tal®mmuovo sistema &
13 -44 7 ||15-2p3 23-48
AYB=@3) -1 5 -1 7 |=| -2
-8 31 -5|[26+2p3 -11+2p3
Per cui, l'unica soluzione daluovo sistema e lgerna (w, y, z) = (2343, -2, -11+2).
A questo punto e immediato rendersi conto cheppgar valore reale del paramefpla quaterna

(w, X, Y, 2) = (2340, B, —2,-11+2B) € una soluzione dslistema iniziale

2w+ 2x-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w-2x-17y+72=26

Per cui il sistema iniziale ha infinite soluziompendenti dal parametit
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17.22. DefinizioneDati duesistemi lineariAX =B e AX =B con A di tipo mxn, A di tipo pxn,
diremo che son@quivalentise hanno le stesse soluzioni. Si noti che affirdin@ sistemi siano
equivalenti € necessario che abbianastiesso numero di incognitementre, in generale, no&

necessario i due sistemi abbiano lo stesso numegudzioni.

17.22. Definizione Dato un sistema lineare le seguenti azioni:

(1) scambiare due equazioni tra loro;

(2) moltiplicare un’equazione per un numero reate0;

(3) aggiungere ad un’equazione un’altra equaziookipficata per un numero reale qualsiasi;

si diconooperazioni elementari sulle equazioni del sistema

17.23. OsservazioneConsideriamo le seguenti due equazioni lineari.

() axp+taXy+aXstaxst ... +aXy =

(1)  cayXq + CaXy + CagXz + CgXy + ... +cax,=cb con&0

Si noti che I'equazione (1) si puo scrivere ande¢é modo seguente

ClayXy + &Xy + Xz + aXs + ..... +@X,) = cb

cioé I'equazione (Il) & stata ottenuta dall’equazi@l) con I'operazione elementare (2).

Si vede subito che una n-upla(a,, 03, 0y, ..... ,ap,) € una soluzione dell’equazione (l) se e solo
se la n-uplad, a,, a3, g4, ..... ,dp,) € una soluzione dell’equazione (lI).

Quindi, le equazioni (I) e (Il) hanno le stessduzioni.

17.24. OsservazioneConsideriamo le seguenti tre equazioni lineari.

() axgtaxy+axgtaxX,t ...+ ax, =T

() byxq + Xy + bxg + byxs + ... +hx,=s

(1) (artdbyx; + (a+dby)x; + (astdby)xs + (atdly)x, + ... + (g+dby)x, =1 + ds

Si noti che I'equazione (lll) si puo scrivere ancted modo seguente

(3qXq + &Xy + &Xg T aXg + ..... + axp) + d(bxg + boXx, + byXg + Iyx, + ... +hx,) =r+ds

cioé I'equazione (lIl) & stata ottenuta dalle edoiaiz(l) e (II) con I'operazione elementare (3).

Si vede subito che se la n-uptg (a5, 03, 0y, -.... ,a,,) & soluzione delle equazioni (I) e () allora
tale n-upla & anche soluzione dell’equazione (Ihpltre, se la n-uplapq, By, Bs, Bas ----- B €

soluzione delle equazioni (Il) e (lll) allora taleupla & anche soluzione dell’equazione (I).
Quindi, se (1) e (Il) sono due equazioni di unesish lineare AX = B allora esso e equivalente al

sistema lineare X = B che si ottiene sostituendo I'equazione (I) coguazione (ll1).
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Tenendo conto delle Osservazioni 17.23 e 17.24 subito il sequente

17.25. LemmasSia AX =B un sistema lineare. Se agiamo su di &80 un numero finito di

operazioni elementari, allora otteniamo un sisténeare AX = B equivalente a quello iniziale.

17.26. OsservazioneSia AX =B un sistema lineare. Se un’equazionesiidbma € combinazione
lineare di altre s equazioni del sistema, allorasgomo supporre che sia l'ultima equazione (se cosi
non fosse possiamo effettuare uno scambio di eguidziA questo punto, tramite s operazioni
elementari del tipo (3) si puo ottenere un sistéta= B (equivalente a quello dato per il Lemma

precedente) che ha come ultima equazione I'idetitD.

Tenendo conto dell’Osservazione 17.26 si ha stisieguente

17.27. Corollario. Se un’equazione di un sistema lineare € combinaZioeare di altre equazioni
del sistema, alloraliminando tale equazione si ottiene un sistema equivaldrdistama dato.

17.28. OsservazionéOgni operazione elementare sulle equazioni di istersa corrisponde ad

un’operazione elementare sulle righe della mattice[A|B] completa del sistema, e viceversa.

17.29. Corollario. Sia AX =B un sistema lineare. Sia C = [A|B] la nwd completa del sistema. Se
la matrice_C=[A|B] e stata ottenuta dalla matrice C con un numenitofdi operazioni elementari

sulle sue righe, allora il sistema linear¥ AB € equivalente al sistema iniziale.

17.30. TEOREMA. Sia AX = B un sistema lineaNNlON normale.

Se tale sistema ha almeno una soluzicaldera esso € equivalente ad un sistema lineare normale.

Dimostrazione.Sia AX = B un sistema lineare non normale con i mxn e sia C = [A|B].

Se esso ha almeno una soluzione allora (per ilefeardi Rouche-Capelli) rg(C) =r =rg(A) <m.
Quindi, tra le m righe di C ve ne sono r linearneeindipendenti. Tali r righe sono una base dello
spazio delle righe di C. Per cui ognuna delle dltne-r) si pud scrivere come loro combinazione
lineare. Sia_G= [A|B] la matrice che si ottiene da C cancellando quéste r). Il sistema lineare
AX =B (cioé quello ottenuto da quello iniziale eliminand equazioni che sono combinazioni
lineari di altre equazioni) & equivalente, perdr@lario 17.27, al sistema iniziale. Inoltre, si the
numero righe di A =r =rg(A). Quindi, A= B é un sistema lineare normal®
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18. Sistemi lineari omogenei.

18.1. Definizione.Sia AX = B unsistema linearedi m equazioni in n incognite. Se la (matrice)

colonna B dei termini noti & la colonfaulla, ovvero sono nulli tutti i termini noti
(eCw) ayiXg+aXo+aXgtaXgt ... T80 =
(€Cp) ByXg + BXp + Bz + BgXg * .o + Bk =
(€Ch) 81Xy + BgXp + BgXg + BggXg + ... + X =
(€Cy) @yiXy + @yXo + Xzt @Xg ..t AKX, =

(EQn) 8niX1 + anpXo + GnaXa + dnaXa t .. + Xn =

allora diremo che il sistemacgnogene@ scriveremo AX 9.

18.2. OsservazioneE’ immediato verificare chegni sistema linearemogeneain n incognite ha
almeno unasoluzione. Infatti, la n-upla nulla (0, 0, 0, 0,.,.0), cioé la colonng, & una soluzione

del sistema lineare omogeneo AX=
18.3. Definizione.Sia AX =0 un sistema lineare omogeneo in n incognite. Lasalazione data
dalla n-upla nulla (0, 0, 0, O, ..... , 0) viene deitduzione banaleOgnialtra sua soluzione (quindi

diversa da quella banale) viene deit#osoluzione

18.4. EsempioSi consideri il seguente sistema lineare omogen8cequazioni in 3 incognite

X1—X3=0 1 0 -1
X2+X3:O A=(0 1 1
xl—x2=0 1 -1 O

E’ facile verificare che la soluzione banale (00P¢ la sua unica soluzione.

18.5. EsempioSi consideri il seguente sistema lineare omogendcequazioni in 4 incognite

2X1+Xp +4X3+X4 =0 21 4 1
3X1+2Xo —X3—-6X4 =0 A= 3 2 -1 -6
X1+8X3+7X4=0 10 8 7
7X1+49 +6X3-5X4 =0 7 4 6 -5

La quaterna (0, 0, 0, 0) € la soluzione banaleyuaerna (1, 151, 1) € una autosoluzione.
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18.6. TeoremalUn sistema lineare omogeneo AXJ3#n n incognite ha autosoluzioni se e solo se |l

rango della sua matrice incompleta A € minore dehero n delle incognite.
Dimostrazione. Sia A'x; + A%, + Axg + A%, + ... + A'x,, =0.

Il sistema ha almeno una autosoluziong €5, 03, Oy, ..... ,a,)#(0,0,0,0, ..... ,0) =
= Al + Ao, + Adag + Atay + ...+ Ao, =0 -

= le n colonne di A sono linearmente dipenderti

= Aha al massimo s < n colonne linearmente indipati = rg(A)=s<n = rg(A)<n H

18.7. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo dell’Esenl8.4. Esso aveva solo la
soluzione banale. Verifichiamo che il rango della shatrice completa € uguale al numero delle sue

incognite. Si ha che detA =20 e, quindi, rg(A) = 3 = numero incognite.

18.8. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo dell'Eseni8.5. Esso aveva almeno una
autosoluzione. Verifichiamo che il rango della suatrice completa € minore del numero delle sue
incognite. Col metodo di Gauss-Jordan applicata aiatrice A si trova una matrice a scalino A’
avente una riga nulla. Quindi, rg (A) = rg(A’) =34 = numero incognite.

Tenendo conto che se A ¢ di tipam allora rg(A)< min{m, n} si ha il seguente

18.9. Corollario. Se in un sistema lineare omogeneo il numero @ejl@zioni € minore del numero

delle incognite, allora esso ha sicuramentsoluzioni.

18.10. EsempioSi consideri il seguente sistema lineare omogen8cequazioni in 5 incognite

X1+4X2+2X3—3X5:0 142 0 -3
2X1+9Xo +5X3+2X4 + X5 =0 A=12 965 2 1
X1+3Xo +X3—=2X4 —9X5 =0 131 -2 -9

Poiché il numero delle equazioni € minore del nuntille incognite, tale sistema ha autosoluzioni.
Infatti, si puo verificare che (21, 1, 0, 0), (8-2, 0, 1, 0) e (0, 24, 1, 0) sono autosoluzioni.

Poiché una matrice quadrata ha rango massimoae sese non singolare si ha il seguente

18.11. Corollario.(IMPORTANTE) Un sistema lineare omogeneo quadrato ha autosoiuze

e solo se la sua matrice incompleta € singolace (itisuo determinante € uguale a zero).
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18.12. EsempioSi consideri il seguente sistema lineare omogein&8cequazioni in 3 incognite

X1+2X3=0 1 0 2
X2+X3:0 A=/0 1 1
X1—2X2 =0 1 -2 0

Si ha che detA = 0 (e quindi il sistema ha autadohi) ed e facile verificare che la terna (2;7-1)

€ una sua autosoluzione.

18.13. Tabella.Sia AX =0 un sistema lineare omogeneo con A di tipenoSi ha che:

* m<n - """ soluzioni(la soluzionebanalesinfinite autosoluzni)

det(A) # 0= lasoluzionebanale2|' unicasoluzione
*m=n- — . o .
det(A) = 0= «" " spluzioni(la soluzioneéanalesinfinite autosoluzbni)

S n=rg(A) = lasoluzionebanalea|' unicasoluzione
*m - - . C o -
n>rg(A) = «" " soluzioni(la soluzionebanaleeinfinite autosoluzini)

18.14. Definizione Con SAIB indicheremo l'insieme delle soluzioni del sistelmeare AX = B.

Se il sistema ha n incognite, aIIcﬁRlB & un sottoinsieme (anche vuoto) di R

18.15. TeoremaSe AX=0 un sistema lineare omogeneo in n incognite, @lld¥, o< R".

Ovvero l'insieme delle soluzioni di un sistemadireeomogeneo & uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. L'insiemeS 5o € non vuotgoiché la n-upla null@ & una soluzione di AX 6.

Proviamo ora chéAlo e chiuso rispetto alla somma di due n-ugieé che se Y e Z sono due n-
uple diSA|O allora anche (Y+Z) € una n-uplaSJJ&lo.
Se Y e Z sono due n-uple 84 allora AY =0 e AZ =0 sono due identita. Sommandole membro a

membro si ottiene l'identita AY+AZ  +0 da cui l'identita A(Y+Z) =0. Per cui (Y+Z) € una
soluzione di AX =0 e, quindi, (Y+Z) € una n-upla GiAlO.

Infine, proviamo che§ 5 € chiusa rispetto al prodotto di un numero reatmlare) per una n-upla
cioé sen € un numero reale e Y € una n-upla dS,qb allora anchedY) € una n-upla dSA|O.

Se Y e una n-upla di iy allora AY =0 e unidentita. Moltiplicando entrambe i membritdie
identita pera si ottiene lidentita a(AY) = a0 da cui l'identita AQY) =0. Per cuiaY €& una

soluzione di AX =0 e, quindi, {Y) € una n-upla dSA|O. u
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Omettiamo la dimostrazione del seguente

18.16. TeoremaSe AX =0 e un sistema lineare omogenedimcognite, allora

dimSA|o =N - rg(A).

Verifichiamo quanto affermato nel Teorema 18.16 tweresempi.

18.17. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo dell'Bseni8.5

2X1+Xp +4X3+X4 =0 21 4 1
3X1+2Xo —Xq—6X,4 =0 3 2 -1 -6
(v) 2T 27X A=
X1+8X3+7x4=0 10 8 7
7X1+42+6X3—5X4:0 7 4 6 -5

Applicando il metodo di riduzione di Gauss-Jordla matrice A si ottiene la matrice a scalino

1 0 8 7

01 -12 -13
H=

0 0 1 1

00 O 0

Quindi, rg(A) =rg (H) = 3.

Inoltre, il sistema lineare omogeneo inizia¥e € equivalente al sistema lineare omogeneo

X1+8X3+7X4=0 10 8 7
(#) {x, —12x3-13x, =0 A=[0 1 -12 -13
X3+Xg=0 00 1 1

Poiché le prime tre colonne di A’ sono sicuramdimtearmente indipendenti, portando l'incognita

X4 a secondo membro e ponenda=f3, otteniamo il seguente sistema di Cramer

X1+8X3:—7B 1 0 8
(8) Ixp —12x3 =13 A'= |0 1 -12
X3 =P 00 1

L'unica soluzione di4) é la terna (x X, X3) = (B, B, —B). Per cui, per ogni valore reale f@lila

quaterna (x Xo, X3, X4) = (3, B, =B, B) € una soluzione del sisten#)(e, quindi, del sistemary).

Per cui il sottospazio delle soluzioni dt)( e SAlO:{(B, B, B, B)DR4|BDR}. Inoltre, poiché
B, B, -B,B) =B(1, 1,-1, 1), la quaterna (1, £1, 1) € un generatore del sottospe&}&b. Essendo

(1, 1,-1, 1) anche linearmente indipendente (é diversia dgilaterna nulla) si ha che la quaterna

(1,1,-1, 1) e una base GiAlo. Per cui dinSAIO =1=4-3=n-rg(A).
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18.18. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo dell’Bseni8.10

X1 +4Xo +2X3-3X5=0 142 0 -3
(V) 2X1+9X2+5X3+2X4+X5=0 A=|2 9 5 2 1
X1+3X2+X3—2X4—9X5:0 1 31 -2 -9

Applicando il metodo di riduzione di Gauss-JordHa matrice A si ottiene la matrice a scalino

1 420 -3
H=/0 1 1 2 7
0O 00 0 13

Quindi, rg(A) =rg (H) = 3.

Inoltre, il sistema lineare omogeneo inizia¥e € equivalente al sistema lineare omogeneo

X1+4X2+2X3—3X5=0 14 2 0 -3
(#) X2 +X3+2X4+7X5=0 A=1011 2 7
13x5=0 0O 00 0 13

Poiché le prima, la seconda e la quinta colonn&’ diono sicuramentéinearmente indipendenti,

portando le incogniteyxe x, a secondo membro e ponendo=a e x, = 3, otteniamo il seguente

sistema di Cramer

X1 +4Xo —3Xg = —-20 1 4 -3
(#) <Xp+7xg=-a -2 A’=10 1 7
13x5=0 0 0 13

L'unica soluzione di4) é la terna (x X, X3) = (20+803, —0—2[3, 0). Per cui, per ogni valore reale
di a e la 5-upla (%, X9, X3, X1, X5) = (204803, —a-2f3, a, B, 0) & una soluzione del sisten®) (e,
quindi, del sistemaw().

Per cui il sottospazio delle soluzioni ei)(e SA|O ={(2a+8pB, —a-2, a, B3, O)DR5 | o,BOR}.

Inoltre, poiché (2+83, —a—-23, a, B, 0) =a(2,-1, 1, 0, 0) #3(8,-2, 0, 1, 0), le 5-uple (%1, 1, 0)

e (8,-2, 0, 1, 0) sono generatori del sottosp&&fb.

Essendo (271, 1,0) e (82, 0, 1, 0) anche linearmente indipendenti (sifiwarisubito che non
sono proporzionali tra loro) si ha che B = (2, 1, 0), (8/-2,0, 1, 0)) e una baseSj&lo.

Per cui dinSAIO =2=5-3=n-rg(A).
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18.19. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo seguente

2X1 = 2X5 +3X3+6X4 +5x5=0 2 -2 3 6 5
4xq —5Xo + 7X3+3X4 —8X5=0 4 -5 7 3 -8
@) 8x1 -9z 13y +15x4+2x5=0 |8 -9 13 15 2
10X 12X +17x3 +12x4 —~11X5 =0 10 -12 17 12 -11
6Xq — 7Xp +10x3 +9X4 —3X5 =0 6 -7 10 9 -3
14xy —17xp +24x3+15x4 -19x5 =0 |14 -17 24 15 -19|

Applicando il metodo di riduzione di Gauss-JordHa matrice A si ottiene la matrice a scalino

(2 -2 3 6 5]
0 1 -1 9 18
0O 0 O O O

H= uindi, rg(A) =rg (H) = 2.
60 00 0 Q g(A) =rg (H)
0O 0 O O O
0 0 0 0 0}

Inoltre, il sistema lineare omogeneo inizia¥e € equivalente al sistema lineare omogeneo

(*) 2X1—2X2+3X3+6X4+5X5:0 A= 2 -2 3 6 5
Xp —X3+9x4 +18x5 =0 |0 1 -1 9 18

Poiché le prima e la seconda colonna di A’ sonedimente indipendenti, portando le incognge x
X4 € X% a secondo membro e ponendc=x2a , X, =3 € % = 2y, otteniamo il sistema di Cramer
St S A
L'unica soluzione di4) e la coppia (x X)) = (-a—123-41y, 20-9B3-36y). Per cui, per ogni valore
reale dia, B ey la 5-upla (%, X5, X3, X4, X5) = (-0—-123-41y, 20-9B-36y, a, B, y) € una soluzione
del sistema#%) e, quindi, del sistema (). Per cui il sottospazio delle soluzioni #i)(e
Sajo = {(-a-12B-41y, 20-9B-36y, a, B, Y)UR® |, B.yLR}

Inoltre, poiché

(—a-123-41y, 2a-9p-36y, a, B,y) =a(-1, 2, 1, 0, 0) (-12,-9, 0, 1, 0) #(-41,-36, 0, 0, 1)
le 5-uple €1, 2, 1, 0, 0),€12,-9, 0, 1, 0) e€t41,-36, 0, 0, 1) sono generatori del sottospé‘;\ifa.

-1 21]100

Inoltre, la matrice] -12 -9 |0 1 0| che ha come righe quelle tre 5-uple ha sicuramente
-41 -36|0 0 1

rango 3 poiché contiene come sottomatrice la neatridtaria di ordine 3. Quindi, quelle tre 5-uple

sono linearmente indipendenti e formano una basggi Per cui din§ 5 = 3 = 5-2 = n-rg(A).
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La proprieta vista nel Teorema 18.15 non vale g&temi lineari non omogenei. Infatti,

18.17. Osservaziond.’'insieme delle soluzioni di un sistema linegm@n omogeneo AX =B in n

incognitenon & un sottospazio di'R

Dimostrazione.Se AX = B e un sistema lineare nomogeneo, allora B 0. Poiché A=0% B, la

n-upla nullad non e una soluzione del sistema e, quindi, nodiepe aSAlB. Poiché I'elemento

neutroO rispetto alla somma non appartienﬁ:Arr)B , quest'ultimo non & un sottospazio di R

18.18. DefinizioneSe AX =B € un sistema linean®n omogeneo (cioe B 0), allora il sistema
lineare omogeneo AX 6 (cioé avente la stessa matrice A dei coefficievigne dettosistema

omogeneo associatl sistema lineare AX = B.

18.19. TeoremaSia AX =B un sistema linear®n omogeneo in n incognite avente almema

soluzione e sia yunaqulunque di esse (ovvero Ay=B e un’identita).

Una n-upla ZIR" & una soluzione del sistema AX = B

se e solo se

Esiste una n-upla gIR" soluzione del sistema omogeneo associato AXate che Z = ¥ + X,

Dimostrazione.

() Supponiamo che la n-upldR" sia una soluzione del sistema AX = B. Per cui AB & un
identita. Sottraendo membro a membro da tale itefitdentita AY,=B otteniamo ['identita
AZ - AYp = B - B da cui l'identita A(Z- Yp) =0. Quindi, la n-upla (Z Yp) € una soluzione del
sistema omogeneo associato AX.=Ponendo ¥ := (Z-Y ), abbiamo che esiste una n-uplg X

soluzione del sistema lineare omogeneo associatoha Z = Y, + (Z-Y) = Y + X,

(M) Sia ora Z := ¥ *+ Xp con X, una soluzione del sistema omogeneo associato 8XPer cui
AXg =0 e un’identita. Sommando membro a membro a taletitdel'identita AY, = B otteniamo
lidentita AXg+ AY, =0+ B da cui ldentita ACY, + Xg) = B. Quindi, la n-upla Z = (y+X) &

una soluzione del sistema AX = Ba



