15. Cambiamenti di base in uno spazio vettoriale.

15.1 Esempio. Sia Vr uno spazio vettoriale di dimensione 3 e sia B = (uy, u,, U3) una sua base.
Siano VO=5U1+16u3,V1:2u1—u2+5u3,V2=—u1+3u2+u3,V3=u1—4u2—7u3
Sia M la matrice avente come colonne le coordinate dei vettori vy, vy, V, rispetto alla base B e

sia N la matrice avente come colonne le coordinate dei vettori vy, v,, V3 rispetto alla base B.

5 2 -1 2 -1 1
M=|0 -1 3 N=|-1 3 -4
16 5 1 5 1 -7

Poiché detM = 0 la matrice M non ha rango massimo. Quindi, dimCu = dimfRwm = rgM < 2. Per cui

le sue tre colonne sono linearmente dipendenti. Di conseguenza, anche i tre vettori v, vy, vV, SON0
linearmente dipendenti. Cosi I’insieme (vg, V4, V,) NON & una base di Vr.

Poiche detN = —23 = 0 la matrice N ha rango massimo. Quindi, dimCy = dimRn = rgN = 3. Per cui

le sue tre colonne sono linearmente indipendenti. Di conseguenza, anche i tre vettori vy, V,, V3 SON0

linearmente indipendenti. Cosi I’insieme B = (4, V5, V3) ¢ un’altra base di Vr.
Sia w il vettore di Vr avente coordinate (4, 1, —6) rispetto alla base B, cioé w = 4v; + v, — 6vj.

E’ molto facile trovare le coordinate di w rispetto alla base B, infatti si ha che

W = 4vy +V, — 6V3 = 4(2u; — U, + 5u3) + (— Uy + 3u, + U3) — 6(u; — 4u, — 7ugz) = Uy + 23U, + 63U,
Quindi, le coordinate di w rispetto alla base B sono (1, 23, 63).

Sia, ora, t il vettore di Vr avente coordinate (4, —8, —3) rispetto a B, cioe t = 4u; — 8u, — 3us.
Troviamo le coordinate (X, Yy, z) di t rispetto a B, cioe tali che t=xv; +yv, +zv; . Si ha che

t = Xvq + YV, + 2v5 = X(2Uq — l +5U3) + y(— Uy + 3. + Ug) + z(Uyg — 4. —TUs)

t=(2x-y+2)uy + (-x + 3y—4z)l+ (5x+y—-T7z)uy

Poiché la scrittura di t = 4u; — 8u, — 3uj, rispetto alla base B é unica deve essere

2X—-y+z2=4
-X+3y—-4z=-8
5X+y-7z2=-3

L’unica soluzione di tale sistema ¢ la terna ordinata (x,Y, z) = (1, -1, 1), cioe t=v; — Vv, + vj.



15.2 Esempio. Siano Vr, B = (uy, Uy, U3) € B = (v4, V5, V3) come nell’Esempio 15.1. Quindi,
V1:2U1—U2+5uS , V2:—U1+3uZ+U3 (5] V3:ul—4U2—7U3

Sia w un generico vettore di Vr . Siccome B e B sono due basi, si ha che esistono, e sono uniche,

due terne (ouy, oy, aiz) € (B, B, P3) tali che
(1) w=ayu; + apUy + agus

(1) w=Bvy + Bavy + Bavs
Ora, vedremo di trovare il “legame” che c’¢ tra le coordinate (34, B,, B3) di W rispetto alla base B e

le coordinate (oty, oy, 03) di W rispetto alla base B.
Sihache w = Byv; + Bov, + Bavy = By(2ly — [l + 5ug) + Bo(— Uy + 3 + Ug) + Byl — 4H - 7uy)

da cui (1) w= =(2B1— B, + Py + (P71 + 3P, — 4B3). +(5B1 + B2 — 7B3)u3

Si osservi che la (111) e una scrittura di w come combinazione lineare dei vettori della base B.

Per I"unicita della scrittura di w rispetto alla base B, da (1) e (I11) si ha che deve essere:

2By —Po+P3=0n
(#) \—B1+3P2—4Pz =02

5Py +P2 - 7Bz =03
Queste equazioni sono il “legame” che c¢’¢ tra le coordinate (B4, B, B3) di w rispetto alla base B e le
coordinate (o, oy, oz) di w rispetto alla base B.
o Note le coordinate (81, B, B3) di un vettore w rispetto alla base B, con semplici calcoli si trovano
le coordinate (o.y, oy, 013) di W rispetto alla base B.
Se (come nell’Esempio 15.1) w =4v; +v, —6vs cioe (B4, By, B3) = (4, 1, —6), allora dal sistema
(#) si ha subito che (a4, ay, ag) = (1, 23, 63) e, quindi, w = uy + 23u, + 63us.
o Note le coordinate (o1, oy, 03) di un vettore w rispetto alla base B, risolvendo un sistema lineare
di tre equazioni in tre incognite, si trovano le coordinate (31, B, B3) di w rispetto alla base B.

Se (come nell’Esempio 15.1) t=4u; — 8u, — 3uy cioeé (a4, oy, az) = (4, -8, —-3), allora (#) diventa

2B1-Po+P3=4
—P1+3p2-4P3=-8
Py +P2 —7P3=-3

L’unica soluzione di tale sistema € la terna ordinata (B4, B,, B3) = (1, -1, 1), cioe t=v; — Vv, + vj.



Nel seguito ci occuperemo di generalizzare quanto appena visto nell’Esempio 15.2.

Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finitane B = (U, . Us, Uy, ....., .) una sua base.
Se w e un vettore di Vr e (o, 0y, 013, 04, -...., 0) € 1’Unica n-upla ordinata di numeri reali tale che
(') W=a1U1+a2l+a3U3+a4U4+.....+(an

allora la matrice matrice di tipo nx1 (matrice colonna) cosi definita:

il
a2
a3

WB = OL4

O

si dice (matrice) colonna delle coordinate di w rispetto alla base B.

Sia, ora, B = (vq, Vy, Vg, V4, ....., V) un’altra base di Vr. Poiché B € una base di Vr esiste un’unica

n-upla ordinata di numeri reali (84, B, B3, B4, -----» By, tale che:

(%) W = Bqvy + By + BaVg + Bavy + ..o+ By

Quindi, la colonna delle coordinate di w rispetto alla base B &

B1
B2
B3

Wg = | B4

Bn

Poiché B = (ty, [l Ug, ug, ...... llf) & una base di Vr e Vi, Vy, V3, vy, ..., v, SONO vettori di Ve
allora ognuno di essi si pu0 scrivere in modo unico come combinazione lineare dei vettori di B.

Poiché i coefficienti di tali combinazioni lineari dipendono sia dal vettore u; della base B che dal
vettore v; della base B, useremo un doppio indice con la convenzione che il primo sia I’indice i del

vettore u; di B mentre il secondo sia I’indice j del vettore Vj di B. Quindi, scriveremo



(1) vy =ay; by +ay [l +ag s +agu+ ... +ay i
(2) Vo =gy + i + aglig + asols + ... + ap i
(3) V3 = agglly + a5l + agslis + asgUy + ... + angll

(4) V4 =2y + ap ] + agelis + ageig + ... + an i

(n) v, = aln. + a2n. +agg +agls + ..t ann.
Da (%), (1), (2), (3), (4), ....., (n) si ha

W =P1vy + Bovo + PaVa + Bavyt ..+ BV =
= Bl(alll + a21. +aglg+ay st ...+ anll) +
+ Bz(alzl + azzl +agllg tagplyt+ ...+ anZl) +
+ [33(313l + azsl +agglg tagls+ ...+ ansl) +

+ Ba(agatly + a Ml + agally + agaly + ... + an i) +

+ Bn(alnl + aan +agplg t Ay .o annl)

Utilizzando le proprieta PS1, PS2 e PS3 si ottiene

() W= (Byags + Bodrp + Badea + Badsa + ... + Brasn )l +
+ (B1a1 + Bodpy + Badpz + Padps ... + Brdgy )l +
+ (B1a31 + Bodzy + Padzz + Padzs ... + Pragy JUg +
+ (B1ag1 + Bodsn + Padsz + Padss + oo+ Pragn JUg +

+ (Blanl + Bzanz + BSanS + B4an4 Tt Bnann )l

Si osservi che la (#) é una scrittura di w come combinazione lineare dei vettori della base B.

Ricordiamo che

(') W:a1l+a2l+a3U3+a4U4+ .....+(X.nl

Per 1’unicita della scrittura di w rispetto alla base B, dalle (v) e () si ha che deve essere:



(E1) oq =PBqagy + Bodp + Psdsz + Padya + ... + Brasn
(E2) 0 = Bidgy + PBodpy + Badpg + Padps ... + Bragy
(E3) o3 =B1ag1 + Bodg + Badgs + Padzs + ... + Pragy
(Eq) oy =P1agy + Bodap + Pdaz *+ Padas + ... + Prdun

(En) oy =PB1ans + Brang + Badnz + Pgang +..... + Brdny

Il sistema di equazioni (E;), (E,), (E3), (Ey), ...., (E,) ¢ il “legame” che c’¢ tra le coordinate

(B1, B2, B3, B4, -----» By) di W rispetto a B e le coordinate (ouy, oy, 03, 0y, -...., ;) di W rispetto a B.

Ora troviamo un modo comodo di rappresentare guesto sistema.

Da (1), (2), (3), (4), ....., (n) si che le colonne delle coordinate dei vettori vq, Vo, V3, Vg, ....., V,

rispetto alla base B = (uy, i, ug, uy, ... i) sono

al a1 a13 ajg ain
an1 azy a3 ang asn
asy azp as3 azq azn

(Vs =21 | (Va)g=|aa2 | (Va)g=|as3|, (Va)g= |4 |>-----» (Vn)g = |2un

Stabiliamo che Ag_,g) sia la matrice quadrata di ordine n avente come colonne ordinatamente le

colonne delle coordinate (rispetto alla base B) dei vettori della base B, cioe:

Ag-e)= [ (Ve | (Vas | (Va)g | (Va)g | ... | (Vi)B]
a1 a2 @3 a4 - - . .
d1 ap daz3 a4 . . . . dpp
d31 az2 a3 a3z . . . . a3

Agp) = |841 42 43 A4 - - . . Ay




Osservando (E;), (E,), (E3), (Ea), ..., (E,)) e tenendo conto di come é definito il prodotto riga per

colonna tra due matrici moltiplicabili e si ha che:

e I’elemento a; di wg € uguale al prodotto della prima riga di Ag_,g) per la colonna wg;
e I’elemento a, di wg € uguale al prodotto della seconda riga di Ag_,g) per la colonna weg;
e ’elemento o di wg € uguale al prodotto della terza riga di Ag_,g) per la colonna wg;

* I’elemento a, di wg € uguale al prodotto della quarta riga di Ag_,g) per la colonna wg;

e ’elemento o, di wg € uguale al prodotto della n-esima riga di Ag_,g) per la colonna wg;

Quindi, la colonna wg € uguale al prodotto della matrice Ag_,g) per la colonna wg ovvero

Wg = A-B)Wp

Per cui, il sistema di equazioni (E,), (E,), (E3), (Ey), ..., (E,) si puo scrivere nel modo seguente:

(o7 ag;n A2 43 a4 - - - . An || B
o apy axp a3 ax - - . . axn||h2
a3 dz; Az a3 a4 . - - . a3 ||B3
Og| =|a41 @ a3 Ag4 - - - - an||Ba
| Olp | dn1 ap2 ap3 aAmpg ann | | Bn

Tenendo conto che ognuna delle n colonne delle coordinate dei vettori della base B rispetto alla

base B e univocamente determinata, si ha subito la seguente:

15.3 Osservazione. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Ogni volta che si
fissano due sue basi B = (uy, Uy, Ug, Uy, ....., Uy) € B = (Vy, Vy, V3, Vy, ....., V) si ha che la matrice
A_,B) quadrata di ordine n avente come colonne ordinatamente le colonne delle coordinate dei

vettori della base B rispetto alla base B € univocamente determinata.



15.4 Lemma. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n.
Siano B = (uy, Uy, Uz, Uy, ....., Uy) € B = (Vq, Vo, V3, Vy, ....., V) due sue basi.

Siaw un generico vettore di V. Se H € una matrice tale che wg = Hwg allora H=Ag_,g).

Dimostrazione. Per i vettori della base B si ha che

Vi =1vy + 0vy + 0vg + Ovy + ... + OV,
Vo =0vy +1vy + 0vg + Ovy + ... + 0V,
V3 =0vy + 0vy + 1vg + 0vy + ... + OV,
Vy=0vy +0vy +0vg+1v,+ ... + 0V,

V,=0vy +0vy + 0vg + Ovy + ... + 1V,

Quindi, le colonne delle coordinate dei vettori vy, Vs, Vg, V4, ....., V,, rispetto alla base B sono:

(1] 0] 0] [0] 0]
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
(Ve =10, (vo)g=[0], (Va)g=|0], (Vvi)g=1[11,...... , (V)g=10
0] 0] 0] 10] 1]

E’ immediato verificare che per ogni vettore v; € H(v;)g = i-esima colonna di H. Quindi, si ha che
e prima colonna di Ag_,g) = (v1)g = H(v1)g = prima colonna di H;

e seconda colonna di Ag_,g) = (V2)g = H(V,)g = seconda colonna di H;

e terza colonna di Ag_,g) = (V3)g = H(v3)g = terza colonna di H;

e quarta colonna di Ag_,g) = (V4)g = H(Vv,4)g = quarta colonna di H;
e n-esima colonna di Ag_,g) = (Vy)g = H(v,)g = n-esima colonna di H.

Essendo le colonne di H ordinatamente uguali alle colonne di Ag_,g) sihache H=Ag ,g. W

Tenendo conto del Lemma 15.4 e ben posta la seguente:

15.5 DEFINIZIONE. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n.
Siano B = (uy, Uy, Uz, Uy, ....., Uy) € B = (Vq, Vo, V3, Vy, ....., V) due sue basi.
La matrice Ag_,g) che ha come colonne ordinatamente le colonne delle coordinate dei vettori della

base B rispetto alla base B viene detta matrice del cambiamento di base da B a B.

Le n equazioni rappresentate con I’equazione matriciale Wg = Ag_,gWg si dicono equazioni del

cambiamento di base.



Tenendo conto che, per costruzione, le colonne di Ag_,g) sono le n-uple delle coordinate di n

vettori linearmente indipendenti (gli elementi della base B) si ha che tali colonne sono linearmente

indipendenti e, quindi, la matrice Ag_,g) ha rango massimo. Per il Teorema 13.31 il determinante
della matrice Ag_,g) € diverso da zero, cioe la matrice Ag_,g) € non singolare. Tenendo conto del

Teorema 14.12 abbiamo subito la seguente:

15.6 Osservazione. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Fissate due sue basi

B = (uy, Uy, Ug, Uy, ..., Up) € B=(Vq, Vp, V3, Vg, ..., Vpy) si ha che la matrice Ag_,g) € invertibile.

15.7 TEOREMA. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Fissate due sue basi
B = (ug, Uy, U3, Uy, ....., U,) € B=(Vq, Vy, Va3, Vy, ....., V) Si ha che la matrice del cambiamento di

base da da B a B ¢ uguale all’inversa della matrice del cambiamento di base da B a B. Cioé

— -1
Ag-p) = [Ae-p)l
Dimostrazione. Se w € un generico vettore di Vr si ha che wg = Ag_,g)Wg. Tenendo conto che per

I’Osservazione 15.6 la matrice A(g_,g) € invertibile, si ha che [A(5—>B)]-1WB =Wg .

Peril Lemma 15.4 ¢ [Ag gl =Ag g W

15.8 TEOREMA. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Fissate tre sue basi

B =(ug, Uy, U3, Uy, .....,U,), C=(e, € €5 €4, ......€,) € B=(Vq, Vy, V3, Vy, ....., V,)) Si hache:

Ag-B) = Ac-8)AB-0)
Dimostrazione. Se w & un generico vettore di Vr si ha che
[Ac-B)AB-0)IWe = Ace)[As-cWal = Acos)We =Ws
Per cui, la matrice. Ac_,gyA_c) esprime il cambiamento di coordinate dalla base B alla base B.

Quindi, per il Lemma 15.4 si ha che Ac_,gAg_c)=Agoe): B

15.9 Osservazione. Il Teorema 15.7 ci permette di trovare la matrice del cambiamento di base dalla

base B alla base B “transitando” per la base C. Inoltre, si_ noti I’ordine delle matrici nel prodotto
Ac-BAB-C)

La matrice che fa passare da B a C ¢ il fattore a destra mentre la matrice che poi fa passare da C a B

e il fattore a sinistra. Questo € dovuto (come si vede nella dimostrazione del Teorema 15.7) al fatto

che prima la matrice Ag_,c) “agisce” su wg €, poi, la matrice Ac_,g) “agisce” su wc.



15.10 Esempio. Sia Vr uno spazio vettoriale di dimensione 2 e sia B = (uy, u,) una sua base.

Consideriamo i seguenti vettori v; =2u; —5u, e v, =u; —3u, di Vr.

2 1 2 1
SiaM = { 5 3} la matrice avente come colonne ordinatamente (v;)g :[ 5} e (Vo)g :{ 3]

Poiché detM = -1 =0 le due colonne di M sono linearmente indipendenti. Quindi, anche i due

vettori vy, v, sono linearmente indipendenti. Cosi I’insieme B = (v4, V,) ¢ un’altra base di Vr.

Inoltre, M & proprio la matrice Ag_,g) del cambiamento di base da B a B, cioe

A ]2 1
(B—B) ~ -5 _3

Per il Teorema 15.7 la matrice Ag_,g) del cambiamento di base daBaBé [A@_,B)]'l. Quindi,

2 17

A(BHE)_ -5 -3

2 17% 2 1 ~3 -1
Poiché = (1/-1 =_ =
{_5 _3} ( xagg[_5 _3} {5 2}

A 31
(B—B) ~ -5 -2

Sia w un generico vettore dello spazio Vr. Se indichiamo con:

3 1 .
si ha che
-5 -2

e (B4, B,) le coordinate di w rispetto alla base B

e (ay, ap) le coordinate di w rispetto alla base B

2 1]
allora le equazioni del cambiamento di base da B a B sono M= Pr
o9 -5 -3][B>

. . . Bl 3 1 i o1
mentre le equazioni del cambiamento di base da B a B sono =
Bz -5 - 2_ 0%}

Con tali equazioni € molto veloce trovare come cambiano le coordinate di un vettore.
Se w=v; +2v, cioe (Bq, By) = (1, 2) si ha subito che (a4, a,) = (4, —11) cioé w = 4u; — 11u, .

Se t = 3uy — 2u, cioe (a4, a,) = (3, —2) si ha subito che (B4, B,) = (7, —11), cioé t = 7v; — 11v,.
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15.11 Esempio. Sia Vg = R3lo spazio vettoriale reale delle terne ordinate di numeri reali.
Siano u; =(2,0,1),u,=(0,5,1),u3=(-1,3,0),v;=(1,1,0),v,=(1,-1,1),v3=(1, 0, 1).

Dopo aver verificato che B = (uy, u,, uz) € B = (v4, v, v3) sono due basi di RS trovare la matrice

del cambiamento di base dalla base B alla base B.

(1) Sia M la matrice avente come colonne proprio le terne uy, U,, Uz e sia N la matrice avente come

2 0 -1 1 1 1
colonne proprio le terne vy, Vo, v3,cioé M={0 5 3 N=(1 -1 0
11 0 0 1 1

Poiché detM =-1=0 e detN=-1=0 sia le tre terne uy, u,, u3 che le tre terne vy, vy, V3 SONO
linearmente indipendenti. Quindi, B = (uy, U,, U3) € B = (4, V5, V3) sono due basi di RS,

(2) Ricordiamo che se e; =(1,0,0), e,=(0,1,0) e e;=(0,0, 1) allora C = (ey, e,, e3) & una base
(canonica) di R3. Si noti che:

u; =(2,0,1) =2e; + Oe, + 1eg

u, =(0,5,1) = 0e; + 5e, + 1e;

us = (-1, 3,0) = (-1)e; + 3e, + Oey

vi=(1,1,0)=1e; + 1e, + Oe;g

Vo,=(1,-1,1)=1e; + (-1)e, + 1&g

V3 =(1,0,1)=1e; + Oe, + 15

Quindi, sihache M=Ag_,c) € N=Ag_,c)

Per i Teoremi 15.8 e 15.7 si ha che  Ag_,g) = AcLmAro0) = [AeLol "AgLc = MIN.

2 0 -1 -3 3 -5 3 1 -5
Da cofM=cofl0 5 3 |=|-1 1 —2/| sihasubitoche M1=|-3 -1 6
1 1 0 5 -6 10 5 2 =10

3 1 -5][1 1 1] [4 -3 -2
Sihache Ag,g=M'N=|-3 -1 6 ||[1 -1 0|=|-4 4 3
5 2 -10/|0 1 1] |7 -7 -5

Tenendo conto che le colonne di Ag_,g) sono le coordinate dei vettori della base B rispetto alla
base B, possiamo verificare la correttezza del risultato nel modo seguente:

Vi =4u; —4u, + Tu3=4(2,0,1)-4(0,5,1) +7(-1,3,0)=(1,1,0) ©

V, = —3u; +4uU, — Tu3 = -3(2,0, 1) + 4(0,5,1) - 7(-1,3,0) = (1,-1,1) ©

V3 = —2Uq +3U, —5u3 = —2(2, 0, 1) + 3(0,5,1) - 5(-1,3,0) = (1,0,1) ©



11

Tenendo conto che per ogni numero reale o si ha che (coszm + sinzco) = 1, ogni matrice del tipo
Cos® —Sinw
Sin®  COS®

e non singolare e, quindi, e invertibile. Inoltre, é facile verificare che
cosm —sinm _1_ cosm sinw
sino  Ccos® —Sin® COS®

15.12 Osservazione. Sia Vg = R? lo spazio vettoriale reale delle coppie ordinate di numeri reali.

Per ogni numero reale o, le due coppie w; = (Cosw, Sin®) € W, = (=Sin®, cosw) sono linearmente

indipendenti e, quindi, I’insieme B = (w4, W,) & una base di R2.

15.13 Esempio. Sia Vg = R? lo spazio vettoriale reale delle coppie ordinate di numeri reali.
Siano u; = (cosa, sina), U, = (=sina., cosa), v, = (CosP, sinP) e v, = (—sin, cosp).
Per 1’Osservazione 15.12 gli insiemi B = (uy, U,) e B = (v4, V,) sono due basi di R2.

Trovare la matrice Ag_,g) del cambiamento di base dalla base B alla base B.

Se indichiamo con C = ((1, 0), (0, 1)) la base canonica di R si ha che

cosp —sinﬁ}

A =
(B-0) Linﬁ cosp

coso. —Sina
sina  cosa

Agc) = {

Per i Teoremi 15.8 e 15.7 si hache A@g_,g) = Acop)Ar-c) = [Ar _)C)]'lA(B _c)- Per cui

_|cosp —sinp Lrcoso —sina
AB-B)~ | :
sinB  cosp sina cosa
cosp sinf || cosa —sina
AB-B)™ | -
—sinf cosP||sina cosa
A _ | (cospcosa +sinfsina) —(sinacosp —sinpcosa)
Cacl (sinoccosp—sinpcosa)  (cospcosa +sinPsina)

A _|cos(a—B) —sin(o—p)
BB | sin(w—B)  cos(o.—P)



16. Teorema degli orlati e sue applicazioni.

Ricordiamo che se peN allora col simbolo I, indichiamo ’insieme {1, 2, 3, 4, ....., p}.

Sia A una matrice ad elementi reali di tipo mxn e sia s un intero tale che 0 <s < min{m, n}.
Si scelgano s righe di A e s colonne di A.

Siano iy <i, <i3<iy<....<lig gliindici delle righe scelte.
Siano j; <j,<j3<js<....<]js gliindici delle colonne scelte.

Sia B la sottomatrice di A che si ottiene “cancellando” da A

e le (m—s) righe aventi indice nell’insieme I, —{iy, iy, i3, g, -...., Is};
e le (n—s) colonne aventi indice nell’insieme 1,—{j1, J2, J3s Jar ----s Js}-
Se poniamo Rg :={iy, iy, i3, 14, ....., iy < 1y € Cg == {01, Jos J3s Jay ----0» Js} < |, allora

B = A(,Rg).(Ir-Re)

Ovviamente, B € una matrice quadrata di ordine s.

16.1. Esempio. Sia A la matrice di tipo 5x7 seguente:

2 0 -1 -3 0 0 O]
1 11 0 -1 -2 -3
A=|0 0 0O 0 0 4 1
9 0 -1 1 0 8 1
-7 7 -7 7 -7 0 0]

Sias =3 e scegliamo la 22, 8%e 5%rigadi Ae la Ia, 42 e Ia colonna di A.

Quindi, sihache i;=2,i,=8,i3=5j, =8 j,=4ej;=f Cioe, Rg={2.8. 5} e Cx = {§ 4 B}-

B ¢ la sottomatrice di A ottenuta “cancellando” da A la 12 e 42 riga e la 18, 22 52 e 72 colonna.

2 0 -1 -3 0 0 0 B o# O## H#H
1 1 1 0 -1 -2 -3 |[## 1 0 # -2 # 1 0 -2
0 00 0 0 4 S(# # 0 0 # 4 #|/>|0 0 4
9 0 -1 1 0 8 B o# ## # # -7 7 0
-7 7 -7 7 - # # -7 7 # 0 #]

1

1

0

1 0

B=Apauesn=| 0 0 4 B e una matrice quadrata di ordine 3.
-7 7 0
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Per costruzione, I’elemento che si trova sulla h-esima riga e k-esima colonna di B ¢ I’elemento che

si trova sulla ip-esima riga e sulla j -esima colonna di A, cioé

bsy

bsp bs3  bsg

Dhi = i
by | QA j
bos A,y
bas Qg
bys _ Qi)
bss | | igjy

16.2. Esempio. Sia A la matrice di tipo 5x7 seguente:

Abbiamo scelto iy =2,i,=3,i3=5,j; =

# #

H O HF H
H O HF H H

Quindi,

bi1 = ay3 = ajjj,
by = 833 = a,j,
b3y = 853 = aj,j,

cioé

2 0 -1 -3 0
1 1 1 0 -1
A= 0 0 O 0 0
9 0 -1 1 0
-7 7 -7 1 -7
3,],=4ej3=6
#OO# # # #
a3 A # agg # a3 Ay
agg azq # agg #| — |azgz amy
# # # # # dg3 dgy
as3 a5y # agg #]
b a24 al1j2 b a26 a|1j3
by =834 = aj,j, Doz = azs = A,
b3y = 854 = aj,5, D3z = as6 = A,
b1y b1 b3 aj,j,
B=|by bo baz|=|aj,
bs1 b3 baz| |aj,j

Aiyj
2izja
i3y
A, jy

aisjz

ane
azg
asg

Ay jy
A, j,
Qsj,

s
Qisjs
Qi3
Ay j3

sj3

Qi j3
Aiyjs
Aisjs

Qs
Qizia
gy
Ay jy

Bisia

b11
— B= b21 b22

b3y bz

ailjs
aizjs
ai3js
ai4js

SjS _
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Siano, ora, xe(l,—Rp) I’indice di una riga di A che non é stata scelta per costruire B e ye(l,—Cg)

I’indice di una colonna di A che non e stata scelta per costruire B.

16.3. Definizione. Sia La sottomatrice C guadrata di ordine (s+1) cosi ottenuta

by b1z Pz b1y .. by iy _ailjl Agip By Figjy - - Rigfy gy
D21 bap bz bpq .. Do ajy Py T PY PR PY P Py PR PY NP3
b3y bzp bgz byg .. b3 aiy | |igy iy, Agjy Ayl - - Ayl gy
co|Pa Paz baz bag o bus gyl A Ay, Ay gy o gy gy
bg bsy bsg bsg . . b Ay | |aij  aij, aij, aij, - - & iy
(O A4 By B, o B Ay | [ A Ajy B, - o By Ay

viene detta sottomatrice orlata di B.

16.4. Esempio. Sia A la matrice di tipo 5x7 seguente:

2 0 -1 -3 0 0 O] HO# OH OHH H#
1 1 1 0 -1 -2 -3 # # 1 0 # -2 #
A=|10 0 0 0O O 4 1|->|(## 0 0 # 4 #
9 0 -1 1 0 8 1 ¥ # O#H OHH OH OH
-7 7 -7 7 -7 0 0| ## -7 7T # 0 #
e sia B la sua seguente sottomatrice quadrata di ordine 3
1 0 -2
B=Auaqu2573=| 0 0 4
-7 7 0

Siano x =4 e y = 1 rispettivamente I’indice di una riga e I’indice di una colonna di A che non sono

state usate per costruire B.

o ) o )
1 bi; bpp b1z 1 bjp by b1z
0 bo; b bo3 — | 0 bo; by bo3
9 0 -1 1 0 8 1 9 # -1 1 # 8 1
=7 b3y bz bz | 7 b3 bz baz |
byy b b 1 1 0 -2 1
b b b 0 0 0 4
Quindi, C= 21 -2 723 = e una sottomatrice orlata di B.
-1 1 8 9 -1 1 8 9
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Omettiamo la dimostrazione del seguente:
16.5. Teorema (degli orlati). Sia A una matrice non nulla ad elementi reali di tipo mxn e sia B una
sua sottomatrice quadrata di ordine s non singolare. Il rango della matrice A é uguale a s se e solo se

ogni sottomatrice orlata di B é singolare.

16.6. Esempio. Al variare del parametro reale t, trovare il rango della matrice

1 0t
A=|-1 2 t
0 1 3
1 0 # 0
Sivedesubitoche | -1 2 # —>B={ ! 2}éunasottomatrice non singolare (detB = 2 = 0).
# O# #

Quindi, 2 <rg(A) < 3. Inoltre, rg(A) = 2 se e solo se ogni sottomatrice orlata di B é singolare.
Ma I’unica sottomatrice orlata di B ¢ la matrice A stessa. Quindi, rg(A) = 2 se solo se detA = 0.

Siccome detA =6 — 2t, si ha che rg(A) = 2 solo per t = 3 e rg(A) = 3 per ogni altro valore di t.

16.7. Esempio. Al variare del parametro reale t, trovare il rango della matrice

101 O
A=t 1 0 1
1t 0 -1
# 0 1 # 0 1
Sivede subitoche |# 1 0 # —>B:{1 O}éunasottomatrice non singolare (detB = -1 # 0).
#O# #HH#

Quindi, 2 <rg(A) < 3. Inoltre, rg(A) = 2 se e solo se ogni sottomatrice orlata di B é singolare.
Esistono due sottomatrici orlate di B

0
1

C1= C2=

e
~ = O
o O -
~ = O
o O -

-1
Per cui, rg(A) = 2 se e solo se detC,; = 0 et detC, =0, ovveroseesolose t2-10 et t+1=0.

Quindi, rg(A) = 2 solo per t = —1 e rg(A) = 3 per ogni altro valore di t.
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16.8. Esempio. Al variare del parametro reale t, trovare il rango della matrice

t 2 0 64 -8
A=|1 8 0 t -1
0 0 6 -5 0
# # # # # 8 0
Sivedeche |# 8 0 # # —>B:{O 6}éunasottomatrice non singolare (detB = 48 = 0).
# 0 6 # #

Quindi, 2 <rg(A) < 3. Inoltre, rg(A) = 2 se e solo se ogni sottomatrice orlata di B € singolare.

t 20 t? 0 64 t? 0 -8
Esistono tre sottomatrici orlatediB C;=|1 8 0| C,=|8 0 t | C;=|8 0 -1
0 0 6 0 6 -5 0 6 O

Per cui, rg(A) =2 se e solo se detC; =0 et detC, =0 et detC; =0, ovvero se e solo se

6t(8—1) =0
6(8—t)(t% +8t+64) =0
6(t—8)(t+8) =0

Quindi, rg(A) = 2 solo per t = 8 e rg(A) = 3 per ogni altro valore di t.

16.9. Esempio. Sia Vr = R%. Sia u; = (1, 0, -2, 3).
Trovare le equazioni cartesiane del sottospazio U = <u;>.

Sia v = (w, X, y, z) un generico vettore di R%. Il vettore v appartiene al sottospazio U se e solo se v &

multiplo del vettore u; ovvero v e u; sono linearmente dipendenti.

W X Yy

SiaA=
[1 0 -2

y _ .
3} la matrice avente come righe le quaterne ve u, .

| vettori v e u; sono linearmente dipendenti se e solo se rg(A) = 1.

# #

#
Si vede subito che
1 # # #

} — B =[1] & una sottomatrice non singolare (detB = 1 = 0).

. . : w X Wy Wz
Esistono tre sottomatrici orlate diB C; = C,= Cs=
1 0 1 -2 1 3

Per cui, rg(A) = 1 se e solo se detC; = 0 et detC, =0 et detC; =0, ovvero se e solo se

x=0
2w+y=0. Quindi, U={(w,Xx,V, z)eR*| x=2w+y=3w-z=0}
3w-z=0



17

16.10. Esempio. Sia Vr = R%. Sianou; = (1,0, -2,3) e u,=(2,0,0, 1).
Trovare le equazioni del sottospazio U = <uy, u,>.

Sia v = (W, X, y, Z) un generico vettore di R*. Il vettore v appartiene al sottospazio U se e solo se v &
combinazione lineare dei vettori u; e u, ovvero v, u; e u, sono linearmente dipendenti. Sia A la

matrice avente le quaterne v, u, e u, come righe

W X Yy z
A=|1 0 -2 3
2 0 0 1

| vettori v, u; e u, sono linearmente dipendenti se e solo se rg(A) = 2.

# # # #

-2 3
Sivedeche |# # -2 3 —>B:{O J e una sottomatrice non singolare (detB = -2 = 0).
# # 0 1
Wy z X 'y
Esistono due sottomatrici orlatediB C;=|1 -2 3| C,=|0 -2
2 0 1 0 O

z
3.
1
Per cui, rg(A) = 2 se e solo se detC,; = 0 et detC, =0, ovvero se e solo se
2W — 5y 47=0

Quindi, U={(w,x,y,2)eR?*| x=2w-5y-4z=0}.

16.11. Esempio. Sia Vr =R%. Sianou; = (1,0,-2,3) , u,=(2,0,0,1) e u;=(0, 1, 7, —4).
Trovare le equazioni del sottospazio U = <uy, U,, uz>.

Sia v = (W, X, y, Z) un generico vettore di R*. Il vettore v appartiene al sottospazio U se e solo se v &

combinazione lineare dei vettori uy, u, € Uz OVVero v, uy, U, e uz sono linearmente dipendenti. Sia

A la matrice avente le quaterne v, uy, U, e uz come righe

w X Yy z

1 0 -2
A=

2 0 0 1

01 7 -4

| vettori v, uy, u, e uz sono linearmente dipendenti se e solo se rg(A) = 3, cioé A non ha rango
massimo, ovvero se e solo se detA =0 e, quindi, se e solo se (—2w — 19x + 5y + 4z) = 0.

Quindi, U={(w,x,y, z2)eR* | 2w + 19x — 5y — 4z = 0}.



