22. Geometria analitica dello spazio (piani e rette).

22.1. Definizione. Siano O un punto dello spazio e (i, J, K) una base ortonormale dello spazio dei

vettori liberi. Diremo che la quaterna ordinata (O, i, j, k) & un riferimento cartesiano ortonormale

dello spazio, e lo indicheremo con il simbolo RC(O, i, j, K).

22.2. Osservazione. Se indichiamo con @ I’insieme dei punti dello spazio, allora per ogni punto
Pe g esiste ed é unico il vettore libero u = [(OP)]. Per il Teorema di caratterizzazione di una base,
si ha che esiste un’unica terna ordinata di numeri reali (xp, Yp, Zp)eR3 tali che u = Xpi + ypj + zpk.
Tenendo conto di quanto appena osservato si pud definire una funzione Q : o — R® che ad ogni
punto P associa I’unica terna ordinata di numeri reali (xp, Yp, Zp), cioe Q(P) = (Xp, Yp, zp). E’ facile
dimostrare che tale funzione & biettiva. Infatti, per ogni terna ordinata di numeri reali (o, B, y)eR®

esiste un unico vettore libero t = ai + Bj + yk, per cui nello spazio esiste un unico punto Q tale che

[(GQ)] = tovvero Q(Q) = (a, B, 7).

Tenendo conto dell’Osservazione 22.2 ¢ ben posta la seguente

22.3. Definizione. La funzione biettiva che ad ogni punto P dello spazio associa 1’unica terna
(Xp, Yp, Zp) ordinata di numeri reali tali che [OP] = xpi+ ypj + zpk si dice coordinatizzazione dei

punti dello spazio rispetto al riferimento cartesiano RC(O, i, j, k).

22.4. Definizione. L’unica terna ordinata di numeri reali (xp, Yp, Zp) associata al punto P tramite la
funzione di coordinatizzazione viene detta terna delle coordinate del punto P rispetto al riferimento
cartesiano RC(O, i, j, k). Il primo, secondo e terzo elemento della terna (Xp, Yp, Zp) Vengono detti
rispettivamente ascissa, ordinata e quota del punto P.

Inoltre, scriveremo brevemente P(Xp, Yp, zp) invece che “il punto P di coordinate (xp, Yp, Zp)”.



22.5. Osservazione. Se P1(X1, Y1, Z1) € P2(X2, Y2, Z2) sono due punti dello spazio, allora
[P1P2] = (X2 — X1)i + (2 —y1)j + (22— z1)k

Dimostrazione. Si ha che [OP1] = x1i +y1j + z1k e [OP2] = Xai + y2j + z22K.
Dalla relazione vettoriale [OP1] + [P1P2] = [OP2] si ottiene [P1P2] = [OP2] — [OP1] da cui la tesi. H

Ovviamente, essendo sottointesa la base (i, j, K), possiamo identificare il vettore [P1P2] con la terna

ordinata delle sue componenti, per cui scriveremo brevemente [P1P2] = (X2 — X1, Y2 — VY1, Z2 — Z1)

22.6. Lemma. (complanarita di 4 punti).
Siano P1(X1, Y1, 21), P2(X2, Y2, 22), P3(X3, Y3, Z3) € Pa(X4, Ya, Z4) quattro punti dello spazio.

Xa=X1 Y4—Y1 Z4-171
P1, P2, Ps e Pssono complanari <> det| Xx3—-X; Yy3-Yy; 23-2;|=0

X2=X1 Y2—-Y1 22—

Dimostrazione. Si ha che [P1P2] = (X2 — X1, Y2 — VY1, Z2 — 21), [P1P3] = (X3 — X1, Y3 —VY1,23—21) €
[P1Pa] = (Xa — X1, Ya — Y1, 4 — 7).
Sia H la matrice avente come righe le componenti dei tre vettori [P1P2], [P1P3] e [P1P4], cioé

X4g=X1 Ya—Y1 24-71

H=|X3-X1 Y3-Y1 Z3-7

X2=X1 Yo—=Y1 22-7
| quattro punti Py, P2, P3s e P4 sono complanari <
< i tre vettori [P1P2], [P1P3] e [P1P4] sono complanari <
& i tre vettori [P1P2], [P1P3] e [P1P4] linearmente dipendenti <

< letrerighe di H sono linearmente dipendenti < rg(H)<3 < detH=0. W

22.7. Teorema. (equazione cartesiana di un piano)

Per ogni piano m dello spazio esiste un’equazione lineare del tipo (%) ax + by + cz+d =0 nelle
incognite (X, Y, z) con (a, b, ¢) = (0, 0, 0) tale che un punto P(Xp, Yp, Zp) dello spazio appartiene al
piano & se e solo se la terna (Xp, Yp, Zp) € una soluzione dell’equazione (¥) ovvero si ha la seguente
identita axp + byp + czp + d = 0. L’equazione (%), che caratterizza i punti di =, si dice equazione
cartesiana del piano 7. Inoltre, diremo brevemente “il piano 7 : ax + by + ¢z + d = 0” invece che “il

piano r di equazione ax + by +cz +d =0".



Dimostrazione. Siano P1(X1, Y1, Z1), P2(X2, Y2, Z2) € P3(Xs, Y3, z3) tre punti non allineati di .
Sia P(X, Yy, z) un punto dello spazio e sia H la matrice del Lemma 22.6 con P4=P.
Sviluppando il determinante di H secondo la sua prima riga si ottiene che
detH = (Xp — X1)detH11 — (Yp — y1)detHz + (zp — z1)detHis
Ponendo a:=detH1: , b:—detHi» e c:=detHis sihache
detH = a(xp — x1) + b(yp — y1) + ¢(zp — 71)
da cui
detH = axp + byp + czp + (— axy — by1 — cz1)

Ponendo d :=— (axy + by1 + cz1) si hainfine

detH = axp + byp + czp +d
Poiché, per ipotesi, i tre punti P1, P2 e Pz non sono allineati si ha che i vettori liberi [P1P2] e [P1P3]
non sono paralleli e, quindi, sono linearmente indipendenti. Per cui la matrice

{Xs —X1 Y3=Y1 73 —21}

Xp=X1 Y2=Y1 22—10
ha rango uguale a due. Quindi, (detH11, detH12, detHis) # (0, 0, 0) dacui (a, b, ¢) = (0, 0, 0).
Ora, si osservi che
P(Xp, Yp, Zp)em < P1, P2, P3e P sono complanari < (per il Lemma 22.6) < detH=0 <

& axpthbyp+czp+d=0 < (Xp, Yp, Zp) € Unasoluzione di ax +by+cz+d=0. W
Per quanto visto nella precedente dimostrazione si ha subito la seguente

22.8. Osservazione. (equazione di un piano passante per tre punti non allineati)
Sia 7 il piano passante per i tre punti non allineati P1(x1, y1, Z1), P2(X2, Y2, 22) € P3(X3, Y3, Z3).

X=X Y=Y1 Z-7
L’equazione cartesiana 7 € data da det| Xx3—X; Y3—-Yy; 2Z3-2;| =0

Xo—=X1 Yo—Y1 22— 7

22.9. Osservazione. Se ax+by+cz+d=0 con (a, b, c) = (0,0, 0) € un’equazione cartesiana di
un piano m, allora per ogni scalare o non nullo I’equazione (aa)x + (ab)y + (ac)z + (ad) =0 &
equivalente (ha le stesse soluzioni) all’equazione ax + by +cz+d=0 e, quindi, anch’essa ¢

un'equazione cartesiana di =.



22.10. Definizione. Diremo che un vettore libero non nullo u e perpendicolare ad un piano = se u e

perpendicolare ad ogni retta del piano .

22.11. Teorema. (significato dei coefficienti delle incognite nell 'equazione cartesiana di un piano)
Se ax+by+cz+d=0 con (a b, c)=(0,0,0) ¢ ’equazione cartesiana di un piano =, allora il

vettore libero non nullo u :=ai + bj + ck é perpendicolare al piano =.

Dimostrazione. Sia r una (qualsiasi) retta di . Siano P1(X1, Y1, 1) € P2(X2, Y2, z2) due punti distinti
della retta r. Si hanno le seguenti identita ax: + by: +cz1 +d =0 e axz + by, + cz2 + d = 0. Inoltre,
[P1P2] = (X2 — x1)i + (Y2 —y1)J + (z2 — z1)k. Per cui si ha che

u e [P1P2] = a(x2 — X1) + b(y2 —y1) + ¢(z2 — z1) = (ax2 + by2 + €z2) + (—ax1 —by1—cz1) = —d+d=0
Da u e [P1P2] =0 si hache u L [P:P2] ovvero u L r. Poiché il vettore u & perpendicolare ad ogni

retta del piano =, allora per la definizione precedente il vettore u e perpendicolare al piano =. W

22.12. Osservazione. Consideriamo un’equazione lineare ax +by+cz+d=0 nelle incognite
(X, Y, 2). Sia G il luogo (cio¢ I’insieme di tutti ¢ soli) dei punti Q dello spazio tali che terna di
coordinate (a, B, y) di Q sia una soluzione di tale equazione. Studiamo ora la “forma” di G. Se
(@ b,c)=(0,0,0)ed =0, allora per qualunque terna (a., 3, y) si ha che ac. + b3 + cy + d = 0 per cui
G ¢ costituito da tutti i punti del piano, brevemente “G ¢ il piano”. Se (a, b, ¢) =(0,0,0) e d #0,
allora per ogni terna (o, 3, y) si hache ao + b3 + cy + d =d # 0 per cui G ¢ I’insieme vuoto.

Se (a, b, c) = (0, 0, 0) allora G é costituito da tutti e soli i punti di un piano, infatti si pud provare il

seguente

22.13. Teorema. Per ogni equazione lineare del tipo ax +by +cz+d=0 con (a, b, ¢c) = (0, 0, 0)

esiste un piano = tale che una sua equazione cartesiana sia proprio ax + by +cz+d =0 .

22.14. Definizione. Sia Po un punto dello spazio. Diremo stella di piani di centro Po la totalita dei
piani “passanti” per il punto Po. Col simbolo S(Po) indicheremo I’insieme delle equazioni dei piani
della stella di piani di centro Po.

22.15. Osservazione. w appartiene alla stella di piani di centro Pg se e solo se Po appartiene a .

22.16. Teorema. (equazione di una stella di piani)
Se Po(Xo, Yo, Zo) allora S(Po) = {a(x — Xo) + b(y — Yo) + ¢(z — zo) = 0 | (a,b,c)eR*-{(0, 0, 0)}}.



Dimostrazione. Sia H = {a(x — Xo) + b(y — Yo) + ¢(z — z0) = 0| (a,b,c) eR*-{(0,0,0)}}. Devo provare
che H=S(Po). Si vede subito che ogni equazione del tipo a(Xx —xo) +b(y —yo) +c(z—20) =0
rappresenta un piano passante per Po. Quindi, H < S(Po). Se oran : ax + by + cz +d =0 € un piano
dello spazio passante per Po, allora si ha la seguente identita axo+byo+czo+d=0 da cui si
ottiene I’identita d =— (aXo + byo + Czo). Per cui © : ax + by + ¢z + — (aXo + byo + czo) = 0, ovvero

7> a(X —Xo) + b(y — yo) + ¢(z—z0) = 0 e, dunque, teH. Quindi, S(Po)) cH. &

22.17. Teorema. (mutua posizione di due piani)
Siano mp:aiXx + by +ciz+di=0 e mo:ax+hyy+coz+dx=0 due piani.
Ponendo A = [al oy Cl} eC= {al b o dl} si ha che
a; by ¢ a; by ¢ dp
1) i due piani sono lo stesso piano (1= m2) < rgC=1
2) idue piani non hanno alcun punto incomune (m1Nm =)< rgC=2 et rgA=1

3) i due piani hanno una retta in comune (miNnm=r) < rgA=2

Dimostrazione. Considerato il sistema lineare costituito dalle equazioni dei due piani si ha che A e
la matrice incompleta (matrice dei coefficienti) del sistema mentre C & quella completa.
Da (a1, b1, c1) #(0,0,0) e (az, bz, c2) # (0, 0, 0) si hache rgA > 1.
Poiché 1 <rgA <2 e rgA <rgC <min{2, (1+rgA)}, i casi possibili sono:
I) rgC = 1 (quindi anche rgA = 1)
M)rgC=2 et rgA=1
I11) rgA = 2 (quindi anche rgC = 2)
DrgC=1 < FJaeR-{0}: (az, by, c2, d2) = a(ay, by, €1, d1) <
< le equazioni dei due piani differiscono per un fattore moltiplicativo non nullo <
< le due equazioni sono equivalenti < i due piani sono lo stesso piano.
Per cui € completamente provata la (1).
I rgA=1#2=rgC < ilsistemanon hasoluzioni < i piani non hanno punti in comune.
Quindi, e completamente provata la (2).
I11) Se rgA =2 =rgC, allora il sistema ha infinite soluzioni. Quindi, i due piani hanno infiniti punti
in comune. Inoltre, essendo rgC = 1, per la (1) i due piani sono distinti per cui sono incidenti in una
retta. Viceversa, se due piani hanno una retta in comune, allora (avendo gia provato completamente

i casi precedenti) deve per forza essere rgA = 2. Quindi, € completamente provata anche la (3). ®



22.18. Definizione. Diremo che due piani 71 e ©2 sono paralleli se sono lo stesso piano (m1 = 72)

oppure non hanno alcun punto in comune (1 N 72 = ).

22.19. Corollario. Due piani m1:aix+biy+ciz+di=0 e me:axx+hbyy+cz+d>2=0 sono

paralleli se e solo se esiste un numero reale non nullo o tale che (az, bz, ¢2) = a(as, b1, ¢1).

Dimostrazione. Per il Teorema 22.17 si ha che i piani w1 e m2 sono paralleli se e solo se rgA =1,

quindi, se e solo se le righe di A sono linearmente dipendenti ovvero sono proporzionali. H

22.20. Definizione. Diremo fascio (improprio) di piani paralleli al piano = la totalita dei piani
paralleli a mt1. Col simbolo F(71) indicheremo 1’insieme delle equazioni dei piani del fascio di piani

paralleli a ;.

22.21. Teorema. (equazione di un fascio improprio di piani)

Se my:aix+byy+ciz+di=0 allora F(rmy) ={aixx+biy+ciz+t=0|teR}.

Dimostrazione. Sia > : axx + by + ¢z + d2 =0 un generico piano dello spazio.

meeF(n1)) = mo//m1 = (per il Corollario 22.19) = 3JaeR—{0}: (a2, b2, €2) = a(as, by, ¢1) =
= mioaaiX+toabyy+oaciz+d2=0 = mn:aiX+by+ciz+ (d/a)=0.

Viceversa, se un piano 7z ha un’equazione del tipo aix + b1y + c1z +t =0 allora (per il Corollario

22.19) il piano = € parallelo al piano =1 e, quindi, meF(x1). W

22.22. Osservazione. (equazioni cartesiane di una retta)

Tenendo conto della (3) del Teorema 22.17 si ha che nello spazio é possibile rappresentare tutti e
soli 1 punti di una retta (e, quindi, la retta stessa) come 1’insieme delle soluzioni (punti) di un
sistema lineare costituito dalle equazioni di due piani m1 e 72 tali che rgA = 2.

Per cui scriveremo r: aixX + b1y + €1z + di = axx + bay + c2z + d2 = 0.

Le due equazioni lineari a1x + b1y + c1z + d1 = 0 e ax + by + c2z + d2 = 0 vengono dette equazioni
cartesiane della retta r. Ovviamente, poiché sono infiniti i piani (e, quindi, le loro equazioni)

contenenti la retta r, ad una retta e possibile associare infinite coppie di equazioni cartesiane.




22.23. Teorema. (mutua posizione di una retta e un piano con le equazioni cartesiane della retta).
Siano r una retta di equazioni aix + b1y + 1z + di =axX + by + c2z + d2 =0

e  un piano di equazione asx + bay + c3z +dz = 0.

aa b a3 by ¢ d
Ponendo A=|a, b, c,| e C=|a, b, cp, dy| sihache
ag by c3 ag by c3 dj
1) recontenutainrt (rcn) & rgC=2

2) remnon hanno alcun punto incomune (rnn=9J) < rgA=2 et 3=rgC

3) reincidente 7 in un punto rnn={P}) < rgA =3

Dimostrazione. Considerato il sistema lineare costituito dalle due equazioni lineari della retta e
dall’equazione lineare del piano si ha che A ¢ la matrice incompleta (matrice dei coefficienti) del
sistema mentre C e quella completa.
Poiche 2 <rgA <3 ergA <rgC <min{3, 1 + rgA} i casi possibili sono:
1)rgA=2=rgC < il sistema ha infinite soluzioni <
< re 7 hanno infiniti punti in comune < ré contenuta in r;
2)rgA=2+#3=rgC < il sistema non ha alcuna soluzione <
< remnon hanno alcun punto in comune;
3)rgA=3=rgC < ilsistemae di Cramer < il sistema ha una sola soluzione <

< remhanno un solo punto P in comune < reincidente tinunpuntoP. W

22.24. Definizione. Diremo che una retta r e un piano r sono paralleli se non hanno alcun punto in

comune (r N © = ) oppure la retta é contenuta nel piano (r ).

22.25. Corollario. (condizione di parallelismo retta-piano con le equazioni cartesiane della retta)
Unaretta r:aiXx+biy+ciz+di=ax+by+cz+d>=0 eunpiano m:asx +bsy+csz+ds3=0

sono paralleli se e solo se

ag by ¢
det 82 bz C2 =0
ag bz c3

Dimostrazione. Per il Teorema 22.23 si ha che la retta e il piano sono paralleli se e solo se rgA = 2,

ovvero il rango di A non é massimo. Cio0 accade se e solo se detA=0. H



22.26. Definizione. Diremo fascio (proprio) dei piani per la retta r la totalita dei piani contenenti la

retta r. Col simbolo F(r) indicheremo I’insieme delle equazioni di un fascio di piani per la retta r.

22.27.Lemma. Se m1:aiX+biy+ciz+di=0 e mp:ax+byy+coz+d>=0 sono due piani non
paralleli, allora per ogni coppia (A, n)eR>—{(0, 0)} I’equazione
® : MaiX + by + €1z + d1) + p(azx + boy + oz +d2) =0

rappresenta sempre un piano.

Dimostrazione. Riscriviamo 1’equazione » nel modo seguente:
o : (Aa1 + pag)x + (Aby + pbo)y + (Ac1 + pcz)z + (Adz + pd2) =0
Poiche i due piani non sono paralleli, i vettori (a1, b1, c1) e (a2, b2, ¢2) sono linearmente indipendenti.
Quindi, la matrice dei coefficienti del sistema lineare omogeneo nelle incognite (x, y)
aX+ay=0
bix+boy=0
CiX+Coy=0
ha rango 2 uguale al numero delle incognite. Per cui il sistema non ha autosoluzioni. Essendo
(A, ) # (0, 0) si ha che (Aa1 + paz , Aby + pb2 , Act + uco) # (0, 0, 0). Dunque, ® € un piano. H

22.28. Teorema. (equazione di un fascio proprio di piani)

Se r & una retta di equazioni cartesiane aix + b1y +ciz +di =axx + by + ¢z +d2 =0 allora

F(r) = {M@awx + b1y + c1z + d1) + p(axx + bay + coz +d2) =0 | (A, n)eR*-{(0, 0)}}.

Dimostrazione. Posto
H = {M@awx + b1y + c1z + d1) + p(ax + by + coz + d2) =0 | (A, n)eR>{(0, 0)}}.
per il Lemma 22.27, H é un insieme di piani. Proviamo che H = F(r).
Sia weH, cioé o : Maix + b1y + c1z + d1) + p(axx + bay + coz + dz) = 0.
Osserviamo che ogni soluzione (Xo, Yo, Zo) comune alle equazioni della retta r € anche una soluzione
dell’equazione del piano , cioé ogni punto di r appartiene al piano o. Quindi, la retta r € contenuta
nel piano w. Per cui meF(r). Abbiamo cosi provato che H < F(r).
Sia ora « : asX + bay + c3z + d3 = 0 ’equazione di un piano di F(r). Il seguente sistema lineare non

d1X+aoy =4aj dq ajp dq dp ajg
omogeneo {bix+byy=bg siharg|b; by| =2erglby by, bsz| =2 (poiché rc ). Quindi,
C1X+Cry =C3 Ci Co Ci C» Cj3

tale sistema e equivalente ad un sistema di Cramer. Sia (a, B) # (0, 0) la sua unica soluzione. Sia ®
il piano di H di equazione (oa: + Ba2)x + (aby + Bb)y + (ac1 + Bc2)z + (ady + Bd2) = 0. Quindi,
® : a3X + bay + c3z + (ady + Bd2) = 0. Per cui @ e = sono paralleli. Da rcn » o si ha che n = o.
Dunque, il piano & appartiene all’insieme H. Abbiamo cosi provato che F(r)c H. H



22.29. Teorema. (equazioni parametriche di una retta nello spazio).
Per ogni retta r dello spazio esiste un sistema di equazioni lineari del tipo

X =It+Xq

(%) Jy=mt+yg

Z=nt+2g
nelle incognite (x, Y, z;t) con (I, m, n)# (0, 0, 0) tale che un punto Pi(X1, y1, 1) appartiene alla
retta r se e solo se esiste t1eR tale che la quaterna (X1, y1, Z1; t1) & una soluzione del sistema ().
Le equazioni del sistema (&) si dicono equazioni parametriche della retta r.

(I, m, n) sono le componenti di un vettore parallelo ad r e si dicono parametri direttori della retta.

Dimostrazione. Sia Po(Xo, Yo, Zo) un punto della rettar e sia v =li + mj + nk un vettore libero non
nullo parallelo alla retta r. Quindi, (I, m, n) = (0, 0, 0). Se P1(X1, y1, 1) € un generico punto dello
spazio si ha che

Pier < [(PoP1)] e vsono paralleli < [(PoP1)] e v sono linearmente dipendenti <

< dtieR:[(PoP1)]=tiv < FtieR:(X1—Xo,Y1—VYo,21—20) =t1(l, m,n) <

X—Xg =1ty
< Jt1eR: (X1 —Xo, Y1 — VYo, Z1 — 20) = (Ity, mty, nt1) < FtieR:jy-yg=mf <
Z-zp=nf
X =t +Xp X =It+Xg

< dtieR:Jy=mt;+yg < laterna (X, y1; t1) € una soluzione del sistema y=mt+y, W
z=nt +2q Z=nt+z,

22.30. Corollario. (equazioni parametriche di una retta dello spazio per due punti distinti).
Siano Po(Xo, Yo, Zo) € P1(X1, y1, z1) sono due punti distinti di una retta r. Poiché il vettore [PoP1] # 0
e parallelo alla retta r, per la retta r si hanno subito le seguenti equazioni parametriche

X = (X1 —Xg)t+ Xg

roqy=(y1-Yo)t+Yo
z=(z1-zp)t+2y

Tenendo conto del significato dei parametri direttori di una retta si ha subito il seguente

22.31. Lemma. (parallelismo tra due rette con i loro parametri direttori).

Siano vy = (l4, mq, ny) = (0, 0, 0) un vettore parallelo ad una retta ry e v, = (l,, m,, ny) = (0, 0, 0) un
vettore parallelo ad una retta r,. Le rette ry e r, sono parallele se e solo se i vettori v, e v, sono

paralleli, ovvero se e solo se esiste un numero reale non nullo a tale che (I,, my, ny) = a(ly, my, ny).



22.32. Teorema. (mutua posizione piano-retta con le equazioni parametriche della retta)
Sia © un piano di equazione ax + by + cz+d =0 e sia r una retta parallela al vettore (I, m,n) e
passante per il punto Py(Xq, Yo, Zg)- Si ha che:
(1) larettar e il piano = sono paralleli se e solo se al + bm + cn =0;
(2) laretta e contenuta nel piano se e solo se al + bm +cn=0e axo + byo + czo + d = 0;
(3) laretta e il piano non hanno alcun punto in comune se e solo se
al+bm+cn=0 e axo+ byo+czo+d=0;

(4) reincidente & in un punto se e solo se al + bm + cn = 0.

Dimostrazione. Consideriamo il sistema formato dalle tre equazioni di r ¢ dall’equazione di .
X=It+Xg

y=mt+ Yo

z=nt+z,

ax+by+cz+d=0

(v)

Sostituendo X, y e z nella quarta equazione si ottiene la seguente equazione di primo grado in t

a(lt + xo) + b(mt + yo) + (nt +z9) +d =0
da cui (@+bm+cn)t+axo+byo+czo+d=0 ()
(1) Laretta e il piano sono paralleli < la retta & contenuta nel piano o non hanno alcun punto <
< il sistema (#) ha infinite soluzioni o nessuna soluzione <
< I’equazione (&) € indeterminata o impossibile < al + bm +cn =0.
(2) Se al + bm +cn =0, allora per (1) la retta e il piano sono paralleli. Se axo + byo + czo + d =0,
allora il punto Py(Xg, Yo, Zo) della retta r appartiene al piano m. Avendo un punto in comune col
piano ed essendo parallela al piano, la retta e contenuta nel piano. Viceversa, se la retta € contenuta
nel piano allora la retta & parallela al piano e il suo punto Py(Xq, Yo, Z) appartiene al piano. Quindi,
al+bm+cn=0 e axg+byy+czp+d=0.
(3) Seal+bm+cn=0eaxy+byy+czy+d=0, allora per (1) la retta e il piano sono paralleli e la
retta non e contenuta nel piano poiché il suo punto Py non appartiene al piano. Quindi, la retta e il
piano non hanno alcun punto in comune. Viceversa, se la retta e il piano non hanno alcun punto in
comune, allora sono paralleli e il punto Py(Xq, Yo, Zg) della retta non appartiene al piano. Quindi,
al+bm+cn=0eaxy+byy+czy+d=0.
(4) Per (1) si ha che al + bm +cn =0 se e solo se la retta e il piano non sono paralleli, ovvero la
retta € incidente il piano in un punto. Inoltre, se t = — (axy + by + czy + d)/(al + bm + cn) ¢ 1’unica

soluzione di (), allora le coordinate di tale punto sono (X, y, z) = (It + Xg, mt + yg, nt +z5). A



22.33. Teorema. (mutua posizione di due rette nello spazio con le loro equazioni parametriche)

Siano ry una retta parallela al vettore v, = (I;, m4, n;) # (0, O, 0) e passante per il punto P;(X1, Y1, Z1)

ed r, una retta parallela al vettore v, = (I,, m,, n,) = (0, 0, 0) e passante per il punto P,(X,, Yo, Z,).

(o=x%) (Y2—-y) (22—7) I m n

Ponendo H = I my N e K= { t 1} si ha che le due rette sono:
I, m; n
I, my ny

(1) coincidenti & rgH=1
(2) parallele in senso stretto & rgH=2ergk =1
(3) incidenti in un punto & rgH=2ergk =2
(4) sghembe & rgH=3

Dimostrazione. Si osserviche 1 <rgk <2 e rgK <rgH <1 + rgK.

(1) Se rgH =1, allora anche rgK =1 e le due rette sono parallele. Inoltre, la prima e la seconda riga
di H sono proporzionali. Quindi, il vettore [(P1P,)] = (X; — X5, Yo — Y1, Z, — Z4) € parallelo al vettore
vy = (I3, mq, ny). Per cui, il punto P, della retta r, appartiene anche alla retta r,. Essendo parallele e
avendo un punto in comune, le due rette sono coincidenti. Viceversa, se le due rette sono
coincidenti, allora i vettori [(P1P2)] = (X1 —Xp, Yo — Y1, 2 — 1), V1 = (I3, My, ny) € Vo = (I, my, ny)
hanno la stessa direzione. Quindi, rgH = 1.

(2) Se rgK =1 allora le due rette sono parallele. Se, inoltre, rgH =2 = 1 allora, per (1), le due rette
non sono coincidenti. Quindi, le due rette sono parallele in senso stretto. Viceversa, se le due rette
sono parallele in senso stretto allora, essendo parallele, si ha che rgK = 1. Inoltre, non essendo
coincidenti si hache 1 <rgK <rgH <rgK + 1 = 2. Per cui, rgH = 2.

(3) Se rgK =2, allora le due rette non sono parallele. Inoltre, la seconda e la terza riga di H sono
linearmente indipendenti. Se rgH = 2, allora la prima riga di H € una combinazione lineare delle
ultime due. Quindi, i vettori [(P1P2)] = (X1 — X5, Yo — Y1, Zp — Z7), V1 = (I3, mq, ny) e v, = (I, m,, ny)
sono complanari. Per cui le due rette sono complanari. Essendo non parallele, le due rette sono
incidenti. Viceversa, se le due rette sono incidenti, allora sono non parallele. Per cui, rgK = 2.
Poiché le due rette sono complanari, anche i vettori [(P{P5)] = (X; — X5, Yo — V1, Z, — Z),
vy = (I, mq, ny) e v, = (5, my, n,) sono complanari. Per cui rgH = 2.

(4) Se rgH =3, allora per (1), (2) e (3) le due rette non sono complanari, ovvero sono sghembe.
Viceversa, se le rette sono sghembe, ovvero non complanari, allora per (1), (2) e (3) si ha che

rgH = 1 e rgH = 2. Essendo 1 <rgH < 3, si ha che rgH = 3 necessariamente. W



22.34. Teorema. (parametri direttori di una retta dai coefficienti delle sue equazioni cartesiane)
Se r € una retta avente equazioni cartesiane aix + b1y + ¢c1z + di = axx + boy + ¢z + d2 =0, allora i

suoi parametri direttori sono proporzionali alla terna

by ¢ a; C a; b
(det{ 1 1},—det{ ! 1]det{ ! 1})
by, ¢ ap Cy ap by
ap by 01}

ovvero sono proporzionali ai minori di ordine due della matrice A = [ b
ap D2 Cp

Dimostrazione. La retta r e data dall'intersezione del piano mt; : aix + bay + c1z + d1 = 0 e del piano
Ty - X + byy + ¢,z +d, = 0. Il vettore uy = a1i + byj + c1k e ortogonale al piano «; e, quindi, anche
alla retta r in esso contenuta. 1l vettore uz = azi + bzj + c2k € ortogonale al piano t, e, quindi, anche

alla retta e in esso contenuta. Si vede subito che Il prodotto vettoriale uiAuz € un vettore non nullo
(essendo entrambi non nulli e non paralleli fra loro) parallelo alla retta r. Quindi, per ogni a=0, le

componenti del vettore o.(uiAuz), ovvero la terna

by ¢ a; ¢ a; b
a(det| t 1| —det| T 1| det| T 1))
by ¢ ay Cp a b
e una terna di parametri direttori della rettar. W
22.35. Lemma. Due rette

rranxx+biyy+ciz+di=ax+hy+cz+d>=0

S:asXx+hay+csz+dz=asX+bay+caz+ds=0

aa by ¢
a, by ¢
sono parallele se e solo se rg 2 "2 "2l o)
ag by c3
dg b4 Cyq

Dimostrazione. Sia A la matrice che ha come righe le componenti dei vettori uy = azi + by + c1k,
U2 = azi + boj + c2K, Uz = asi + baj + c3k e us = asi + baj + csk. Poiché i vettori ui e uz, cosi come i
vettori uz e us, sono linearmente indipendenti (non essendo paralleli) il rango di A & maggiore di
uno e, quindi, 2 <rgA < 3. Sia 7y un piano parallelo ai vettori u; e uz e sia s un piano parallelo ai
vettori uz e us. Il piano iy € la retta r, cosi come il piano ms € la retta s, sono ortogonali tra loro. Le
rette r e s sono parallele tra loro se e solo se i piani wr € s sono paralleli ovvero se e solo i vettori

U1, Uz, Uz € us sono complanari. Cio accade se e solo se rgA < 2. Quindi,rgA=2. &



22.36. Teorema. (mutua posizione di due rette nello spazio con le loro equazioni cartesiane).
Consideriamo due rette r:aix + b1y +ciz+di=axx+ by +coz+d2=0e

S:asX +hay+C3z+dz=asX+bsy+csz+ds=0.

a b ¢ g b ¢ d

Ponendo A = % by ¢ e C= a2 by e si ha che le due rette sono
ag bz C3 ag bz c3 ds
ag by ¢4 ag by c4 dy

1) coincidenti & rgC=2

2) parallele in senso stretto S rgA=2=3=rgC

3) incidenti in un punto < rgA=3=rgC

4) sghembe = rgC =4

Dimostrazione. Poiché 2 <rgA <3ergA <rgC <(1+rgA) i casi possibili sono:
1)rgA=2=rgC < il sistema ha infinite soluzioni <

< le due rette hanno infiniti punti in comune <> le due rette sono la stessa retta.
2)rgA=2+3=rgC < le rette sono parallele e il sistema non ha soluzioni <

< le rette sono parallele e non hanno punti in comune <

< le rette sono parallele in senso stretto.
3)rgA=3=rgC < ilsistema é equivalente ad un sistema di Cramer <

< il sistema ha una sola soluzione < le due rette hanno un solo punto in comune.
4)rgA=3#4=rgC < lerette non sono parallele e il sistema non ha soluzioni <

< le rette non sono parallele e non hanno punti in comune <

< le rette sono sghembe. W

22.37. Corollario. Due rette
rranxx+biyy+ciz+di=ax+hy+cz+d=0
S:asX+thay+csz+dz=asX+bsy+csz+ds=0

aa by ¢ d
i ds b2 Co d2

sono complanari se e solo se det =0.

ag bz c3 dj
ay b4 Cy d4

Dimostrazione. Per il Teorema 22.36 le due rette sono sghembe se e solo se rgA =4, ovvero la
matrice A ha rango massimo. Cio0 accade se e solo se detA = 0. Quindi, le due rette sono complanari

(ovvero non sono sghembe) se e solo detA=0. ®&



22.38 Teorema. (perpendicolarita retta-piano). Sia = un piano di equazione ax + by +cz+d=0e
sia r una retta di parametri direttori (I, m, n). La retta e il piano © sono perpendicolari tra loro se e
solo se esiste un numero reale o, = 0 tale che (a, b, ¢) = a(l, m, n)

Dimostrazione. Siano u :=ai +bj+ck e v:=li+ mj+nk. Tenendo conto cheu L wev//rsiha

rin < ullv < (ab,c)//(I,mn) < FaeR{0}:(ab,c)=a(,mn). N

22.39 Corollario. (piano per un punto perpendicolare ad una retta)
Sia 7 il piano passante per il punto Po(Xo, Yo, Zo) € perpendicolare ad una retta di parametri direttori
(I, m, n). Il piano = ha equazione cartesiana

I(x —Xo0) + m(y —yo) +n(z—-20) =0

22.40. Corollario. (retta per un punto perpendicolare ad un piano)
Siar la retta passante per il punto Po(Xo, Yo, Zo) € perpendicolare al piano ax + by + cz +d = 0.

X =at+ Xg
La retta r ha equazioni parametriche {y=Dbt+Yyy
zZ=ct+zg
22.41. Ricordiamo che
22.41.1 uev := ||ul||[v|lcos(u,Vv).
22411 uev=0 < uly,
22.41.1 ueu = ulZ = |ull= Jueu:;
22411 uz0e v=0 = cos(u,v) = (uev)/(JJullllvI)
22.41.1 |IV]lu := lunghezza proiezione di v lungo direzione diu=0 = ||V|lu = |uev|/||u]|;

Inoltre, se u = uxi + uyj + Uk , v =wxi +vyj + v,k con (i, j, k) base ortonormale allora

22411 UeV = UxVx + UyVy + UzVz ;

22.41.1 [Jul] = Yueu = 1/uﬁ+uf,+u§ ;

Uy Vy + Uy Vy, + U,V
22.41.1 cos(u, V) = XX VY f?

JUZ w2 Ve o2



ANGOLO FRA DUE PIANI

22.42. Definizione. (angolo tra due piani)

Se m1 e m2 sono due piani non paralleli tra loro, allora sia t la retta in cui si intersecano e sia © un
piano perpendicolare alla retta t. Siano r = tnm1 € S = w2 € si consideri 1’angolo (1, S) tra le rette
e s sul piano = (secondo la definizione 21.32). Sia ora 7’ un altro qualsiasi piano perpendicolare
alla retta t. Siano 1" = w’Nmy e s> = w’Nm2 e si consideri 1’angolo (17, s°) tra le rette r” e s” sul piano
7’. Si puo dimostrare che (1, s) = (1, s’) ovvero che tale angolo non dipende dalla scelta del piano
perpendicolare alla rette t. Per tale motivo si definisce angolo fra i due piani n1 e m2 1’angolo (1, S)
tra le due rette r e s sul piano m. Se indichiamo con (w1, 2) I’angolo tra i due piani si avra quindi

che (mg, m2) = (1, 9).

T

Se mt1 e 2 sono due piani paralleli tra loro, allora si pone (nt1, w2) = {angolo nullo, angolo piatto}.

22.43. Teorema. (calcolo del coseno dell’angolo fra due piani)
Se mi:aix+biy+ciz+di=0 e m2:ax+hy+cz+d2=0,allora
a1ay + byby +c4C)

\/af+bf+cf\/a§+b§+c§

cos(m1, m2) = £ cos(uy, Up) =+

Dimostrazione. Se ui =aii + bij + ¢tk e uz = azi + byj + c2k  sono due vettori perpendicolari ai
due piani w1 e w2 rispettivamente, allora si vede subito che 1’angolo tra i vettori Uz e U € uguale ad
uno degli angoli formati da 71 e 2. Quindi, il coseno dell’angolo tra i due vettori ¢ uguale al coseno
di uno dei due angoli formati da m1 e m2. Siccome ’altro angolo formato da m1 e w2 € il
supplementare del precedente il suo coseno differisce dal coseno di quello precedente solo per il

segno. Quindi, cos(m1, m2) = + cos(uy, uz). M

22.44. Corollario (perpendicolarita fra due piani). Due piani mi:aix+biy+ciz+di=0 e
T2 : a2X + boy + ¢c2z + d2 = 0 sono perpendicolari fra loro se e solo se aiaz + bibz + cic2 = 0.

Dimostrazione. m1 L m2 < cos(my, m2) =0 < aax +biba+cico=0. W



ANGOLO FRA DUE RETTE NELLO SPAZIO

22.45. Definizione. (angolo tra due rette nello spazio)

Siano r e s due rette dello spazio. Se esiste un piano « che le contiene, allora 1’angolo tra le due rette
r ¢ s ¢ proprio 1’angolo (r, S) nel piano & (secondo la Definizione 21.32). Se invece le due rette sono
sghembe, allora consideriamo un piano = parallelo ad entrambe. Poi siano rx e s: le proiezioni
ortogonali rispettivamente di r e s su . Diremo angolo fra le due rette r e s sghembe 1’angolo fra le

due rette r= e Sz nel piano = (secondo la Definizione 21.32).

/

22.46. Teorema. (calcolo del coseno dell’angolo fra due rette nello spazio)
Se r e s sono due rette di parametri direttori (I1, ms, n1) e (I, m2, nz) si ha che

|1|2 + MMy +NqN»o

cos(r, s) = % cos(vi, V2) =
\/Il +mi +n1\/I2+m2+n%

Dimostrazione. Se vy = l1i + myj + nik e vs = loi + mzj + n2k sono due vettori paralleli a due rette
r e s, allora si vede subito che I’angolo tra i vettori Vr € Vs € uguale ad uno dei due angoli formati da
r e s. Quindji, il coseno dell’angolo tra i due vettori € uguale al coseno di uno dei due angoli formati
da r e s. Siccome I’altro angolo formato da r e s ¢ il supplementare del precedente il suo coseno

differisce dal coseno di quello precedente solo per il segno. Quindi, cos(r, s) = + cos(vy, v2). W

22.47. Corollario. (perpendicolarita fra due rette nello spazio)
Siano r e s due rette di parametri direttori rispettivamente (I1, mz, n1) e (l2, mz, n2). Le due rette sono
perpendicolari fra loro se e solo se |1l + mimz + ninz = 0.

Dimostrazione. r1s < cos(r,s)=0 < lilo+mmm2+nin=0. A



ANGOLO FRA UNA RETTA ED UN PIANO

22.48. Definizione. (angolo fra una retta e un piano). Data una retta r e un piano w esiste sempre
almeno un piano n° contenente r ¢ perpendicolare a 7. Consideriamo ora la retta rr := 7.

Se r non é perpendicolare a &, allora 7’ ¢ unico ¢ |a retta rx si dice proiezione ortogonale di r su «.

TT K

Se r é perpendicolare a m, allora ogni piano contenente r & perpendicolare a = e la retta rr € una

delle rette di = passanti per il punto Po d’intersezione di r con .

Diremo angolo fra la retta r e il piano 7z, e lo indicheremo con il simbolo (r, ), I’angolo minore o

uguale all’angolo retto formato dalle due rette r e r= nel piano ©” (secondo la Definizione 21.32).

22.49. Teorema. (calcolo del seno dell’angolo fra una retta e un piano)

Sia « un piano di equazione ax + by + cz + d = 0 e sia r una retta di parametri direttori (I, m, n).

lal+ bm +cn|
\/a2+b2+02\/lz+m2+n2

Dimostrazione. Se v :=li + mj + nk € un vettore parallelo alla rettare u:=ai+bj+ck € un

sin(r, ) = |cos(u, v)| =

vettore perpendicolare al piano =, allora si vede subito che sin(r, ©t) = |cos(u, V)|.

(r,m)=(u,r. )-(u V)
(r,) = angolo retto - (u, v)

sin(r, ) = cos(u,v)

u
rm)=@v)-(@ur.)
(r,) = (u,v) - angolo retto
sin(r, ©) = - cos(u,v)




DISTANZE

22.50. Teorema. (distanza fra due punti)

Se P1(X1, Y1, Z1) € P2(X2, Y2, 22) sono due punti dello spazio, allora la loro distanza e data

d(P1,P2) = \/(Xz —x1)? + (Y2 — Y1) + (22 — 21)?

Dimostrazione. Si ha che la distanza tra P1 e P2 & uguale alla lunghezza del vettore libero [P1P2].
Da [P1P2] = (X2 — Xa)i + (Y2 — Y1)j + (z2— z1)k e [P1P2]e[P1P2] = ||[P1P2]||? si ha che

d(P1,P2) =||[P:P2]|| = /[PP>2]®[PiP,] = \/(Xz —x)?+ (Y2 -y¥1)? +(22-27)° W

22.51. Osservazione. (distanza fra una retta e un punto)
Dati un punto A e una retta r, siano = il piano passante per A e perpendicolare a r e B il punto

d’intersezione tra la retta r e il piano w. La distanza tra A e r € uguale alla distanza fra i punti A e B.

B

T

22.52. Osservazione. (distanza fra due rette parallele)

d(A, 1) = d(A, B)

-

La distanza fra due rette parallele ¢ uguale alla distanza di un punto di una delle due dall’altra.

B
/ ~_ d(s, 1) = d(A, r) = d(A, B)




22.53. Definizione. (distanza fra un punto e un piano)
Siano Po un punto e rt un piano. Sia r I’unica retta passante per Po e perpendicolare a =. Il punto H
d’intersezione di r e 7t Si dice proiezione ortogonale del punto Po sul piano 7z Si stabilisce che la

distanza di Po dal piano = sia uguale alla distanza del punto Po dal punto H, cioe d(Po, ) = d(P, H).

R

r

22.54. Teorema. (calcolo della distanza fra un punto e un piano)
La distanza tra un punto Po(Xo, Yo, Zo) € un piano = di equazione ax + by +cz+d =0 e data da
_ |axg +byg +czg +d|

\/a2+b2+02

Dimostrazione. Sia H la proiezione ortogonale del punto Po sul piano & e sia A un punto (qualsiasi)

d(Po, m)

del piano &. Sia u = ai + bj + ck un vettore perpendicolare a . Si vede subito che la distanza tra Po

e n e uguale alla lunghezza di AB proiezione del vettore [APo] lungo la direzione di u. Ovvero

d(Po, m) = d(Po, H) = d(A, B) = [[[AB]|| = lI[[APo]llu = [ue[APo]}/|ul]
R

Da Aer si ha I’identita axa + bya + cza + d = 0 e, quindi, I’identita d = — axa — bya — cza. Inoltre,

ue[APo] = a(Xo — Xa) + b(yo —ya) + C(zo — za) = axXo + byo + czo + (— axa — bya —za). Per cui si ha
che \u-[APo] | = axo + byo + czo + d |. Tenendo conto che |lul| = vaZ +b% +¢? si ha subito che

d(Po, ) = [us[APg]| / |lull = | axo + byo + czo+ d|/Va? +b% +c? . W



22.55. Definizione. (distanza fra una retta e un piano paralleli)
La distanza fra una retta e un piano paralleli & uguale alla distanza di un punto (qualsiasi) della retta
dal piano. Quindi, basta prendere un punto (a piacere) della retta e calcolarne la distanza dal piano.

R
l
H

22.56. Definizione. (distanza fra due piani paralleli)

r

La distanza fra due piani paralleli ¢ uguale alla distanza di un punto di uno di essi dall’altro.

22.57. Corollario. (calcolo della distanza fra due piani paralleli)
Se m e ©’ sono due piani paralleli di equazioni rispettivamente ax+by+cz+d=0 e
oax + aby + acz +d’ =0 (dove ovviamente o = 0), allora la distanzatra me n’ ¢ data da

|d —(a'/ oc)|

2 2

d(n, ©°) =
a’+b%+c

Dimostrazione. Si vede subito che la distanza tra = € ©’ ¢ uguale alla distanza tra 7t e un (qualsiasi)

punto Po(Xo, Yo, Zo) del piano =’. Per cui, d(r, n’) = d(Po, ) = |axo + byo + czo + d|/\/a2 +b%+c?.

Dall’identita oiaXo + abyo + aczo + d’ =0 si hache (axo + byo + czo) =—d’/o.. W

22.58. Corollario.
Se m:ax+by+cz+d=0e n’:ax+by+cz +d’ =0, alloraladistanzatra me n’ ¢ datada

d—d]

2

d(n, ) =
a’+b%+c

2



22.59. Osservazione. Siano r e s due rette sghembe. Si scelga (a piacere) una di esse, ad esempio s.
Sia 7 I’'unico piano contenente s ¢ parallelo ad r. Sia 7’ ’'unico piano contenente r e perpendicolare
a m. Sia r. = tN7’ la proiezione ortogonale di r sul piano 7. Le rette r e rr sono parallele in quanto r
e parallela a rt. Le rette complanari rr e s non sono parallele. Infatti, se lo fossero, allora si avrebbe
che anche r e s sarebbero parallele e, quindi, complanari. Per cui le rette rr e s sono incidenti.
Indichiamo con Ao il punto d’intersezione delle rette rx € S. Sia t la retta di =’ passante per Ao € I €,
quindi, anche ar. Sia By il punto d’intersezione trater.

Ora, comungue si scelgano un punto A di s e un punto B di r si ha che d(A, B) > d(Ao, Bo). Infatti,

d(A, B) = 4/d(A B)2 +d(B,B")2 = [d(A A)2 +d(A,B)2]+d(B,B")? =

= [ (A, A)? +d(A', B)2]+d (A, By)? = /d (A, By)? = d(Ao, Bo)

Tenendo conto dell’osservazione precedente diamo la seguente:

22.60. Definizione. (distanza fra due rette sghembe)

Siano r e s due rette sghembe. Sia il piano che contiene s ed e parallelo ad r. Sia r» la proiezione
ortogonale di r sul piano = e sia Ao il punto d’intersezione di rz € S. Sia t la retta perpendicolare a =
e passante per Ao e sia Bo il punto d’intersezione tra t ¢ r. Diremo distanza tra le due rette sghembe r
e s la distanza tra i punti Ao Bo. Ovvero, d(r, s) := d(Ao, Bo).

Diremo anche che la retta t & la retta di minima distanza tra le rette r e s.



22.61. Osservazione. (calcolo della distanza fra due rette shgembe)

Si vede subito che la distanza fra le due rette sghembe r e s & uguale alla distanza tra la retta r e il

piano =, cioe alla distanza di un (qualsiasi) punto Po di r da 7.

22.62. Definizione. (equazioni della retta di minima distanza fra due rette sghembe)

Siano r e s due rette sghembe. Sia © un (qualsiasi) piano parallelo a r e s (in pratica, come 7 Si
sceglie il piano contenente una di esse, ad esempio s, e parallelo all’altra, nel nostro caso r). Sia 7 il
piano contenente la retta r e perpendicolare a «t. Sia = il piano contenente la retta s e perpendicolare

a m. Sia t la retta che si ottiene come intersezione dei due piani w1 e 7.

Si vede subito che la retta t € proprio la retta di minima distanzatrar e s.

Quindi, le equazioni dei piani w1 € w2 sono una coppia di equazioni della retta t di minima distanza.



