6. Quattro esempi di spazi vettoriali reali.

6.1 Le funzioni reali di variabile reale.

6.1.1. OsservazioneSiano ROJAXB e SCIAXB due relazioni tra gli (stessi) insiemi A e B.
Ovviamente, le due relazioni R e S (in quanto swtemi di AxB) sono uguali (R = S) se e solo se:
ROS e $§IR
ovvero se e solo se per ogni (a,JA*B
(@, bR = (a,b)1S) et ((a WS = (a, bgR)
ovvero se e solo se per ogni (a,JA*XB
(aRb = aSb) et (aSbk> aRb)

Tenendo conto dell’ultima condizione si ha la segee
6.1.2. OsservazioneDate due funzioni f: A~ B e g: A- B sihache
f=g = OaJA f(a)=g(a)
Ovvero,due funzioni f e g definite su di uno stesso insieme A e arvahouno stesso insieme B

sono uguali se e solo se per ogni elemento a di A si ha clsedammagine f(a) tramite f € uguale

alla sua immagine g(a) tramite g.

6.1.3. Definizione Se I R allora f: I R si dicefunzionereale di variabile reale definitain|.
Col simboloJ;(R) indicheremo l'insieme delle funzioni reali dainabile reale definite in I.
6.1.4. OsservazioneSi noti che se I JI R allora Or(R) O Oy(R) O [(R).

6.1.5. Definizione Col simbolo e indicheremo la funzioneld{R) cosi definita:

OxOl e(x)=0IR.

6.1.6 Definizione Per ogni f1J;(R) col simbolo €f) indicheremo la funzionél,(R) cosi definita:

OxOl - (-f)(x) := —f(x)OR
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6.1.7. OsservazioneSiano f, @I[](R). Per ogni Xl € univocamentgpoiché la somma di due
numeri reali € un’operazione binaria ovunque dtfieid interna a R) determinato il numero reale

f(x) + g(x). Quindi, possiamo definire univocamente funzione Q] (R) nel modo seguente:

OxOl - h(x) :=f(x) + g(x)

Per I'osservazione precedente e ben posta la seguen

6.1.8. Definizione Sia% : [;(R)xJ,(R) - [;(R) 'operazione binaria ovunque definita ed intemn
[i(R) definita nel modo seguente:

Of, gd(R) f4g:=h

dove per ogni Kl si ha che h(x) := f(x) + g(x). Quindi, @ g)(x) = f(x) + g(x).

Possiamo, ora, provare il seguente

6.1.9 Lemma La coppia [(J;(R), ¥) € un gruppo abeliano.

Dimostrazione Tenendo conto delle proprieta del campo R sigfacilmente che:
(G1) Of, g, OO|(R) (fd o) h="f4 (g* h)

Infatti, per ogni XJI si ha che

((f % g) * h)(x) = (¥ 9)(x) + h(x) = (f(x) + g(x)) + h(x) =

=1(x) + (9(x) + h(x)) = (f(x) + (g h)(x)) = (¥ (g ¥ h))(x)

(G2) EOO(R) DOfOO(R) fde=f=ekf

Infatti, per ogni XJI si ha che

(f 4 e)(X) =f(X) + e(x) =f(x) + 0 =f(x) =0 + f(x) ©(x) + f(x) = (et T)(X)
(G3)OfUO(R) I-HDOR) fd()=e=(Ntf

Infatti, per ogni XJI si ha che

(f # (-D))(x) = 1(x) + (-Hx) = f(x) + (-f(x)) = 0 = &x)

((-f) # H(x) = (D) +f(x) = -f(x) +f(x) =0 = e(x)
(G4) Of, gOO(R) fdg=gf

Infatti, per ogni XJI si ha che

(f# 9)(x) =f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g )(x) =
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6.1.10. OsservazioneSianoaR e f1,(R). Per ogni Xl & univocamentdpoiché il prodotto di
due numeri reali € un’operazione binaria ovunquinii@ ed interna a R) determinato il numero

realeaf(x). Quindi, possiamo definire una univocamente funzione AC](R) nel modo seguente:

OxOl - g(x) :=af(x)

Per I'osservazione precedente possiamo dare la&stgu

6.1.11. Definizione Sia % : Rx[J;(R) - [i(R) l'operazione I'operazione binaria ovunqueimiéd

tra uno scalare e una funzione reale di variabidderdefinita in | a valori if(R) cosi definita:
OaOR ,Of0O0(R) a%Xf:=g

dove per ogni Kl si ha che g(x) :=f(x). Quindi, @ %f)(x) = af(x)

Possiamo, ora, provare il seguente

6.1.12. TEOREMA La ternal(Jy(R), ¥, ¥) € uno spazio vettoriale reale.

Dimostrazione Abbiamo gia provato ch&l((R), #) € un gruppo abeliano.
Tenendo conto delle proprieta del campo R si pfagémente che:
(PS1)0alR , Of,g00(R) oaX(f 4 g) = @xf) * (a%Q)

Infatti, per ogni XJI si ha che

(ax(f 4 g))(x) =a(f * g)(x) =a(f(x) + g(x)) = @f(x)) + (ag(x)) =

= (a%f)(x) + (axg)(x) =((xf) ¥+ (a%g)))(x)

(PS2)0a,BOR , OfOO(R) @+B) %f = (axf) + (BXf)

Infatti, per ogni X1l si ha che

((a+p)%1)(x) = (a+p)(f(x)) = (af(x)) + (Bf(x)) =

= (axf)(x) + (BRA)(x) =((a%f) + (B%)))(x)

(PS3)Ja,BOR , OfOO(R) @B)%f=ax(3xf)

Infatti, per ogni XJI si ha che

((aB) %) (x) = (@B)(f(x)) = a(Bf(x)) = a((B*f)(x))) = (a X (3%f))(x)

(PS4)OfOO(R) I%f = f
Infatti, per ogni X1l si ha che
(1%f)(x) = 1f(x) =f(x) =



6. Quattro esempi di spazi vettoriali reali.

6.2 | vettori liberi.

Sianol ed[ rispettivamente l'insieme dei punti e quello dediéte dello spazio euclideo.

6.2.1. Definizione Siano r, 810 due rette complanarDiremo che r garallela ad s, e scriveremo
r/l's, ser ed s coincidonoZrs) o non hanno alcun punto in comunes#1), in quest’ultimo caso

diremo anche che le rette r ed s sono paralledenso stretto.

Consideriamo laelazione in O (detta diparallelismo) cosi definita // = {(r, 0O x0 | r // s}.

6.2.2. OsservazionekE’ facile verificare che quella di parallelismaga relazione di equivalenza.
6.2.3. Definizione Chiamiamadirezione di unaretta r la classe di equivalenza,[d& {sO0OJ | s // 1}.

6.2.4. OsservazionelTenendo conto della proprieta (CE2) (vedere LerBmipndelle relazioni di

equivalenza si ha ctiue rette hanno la stessa direzione se e solo secparallele.

6.2.5. Definizione Dati due punti_distintiA e B diremodirezione del segmento AB la direzione
della (unica) retta r passante per A e B. Inoktabiliamoche il segmento nullo AA abbia la stessa

direzione di ogni altro segmento (cioe sia parali ogni altro segmento).

6.2.6. OsservazioneDue segmenti non nulianno la stessa direzione se e solo se si tras@adoe

rette parallele.
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6.2.7. Definizione Dato un segmento AB di estremi A e B distinti£/), esistono due e solo due
coppie ordinate distinte (A, B) e (B, A), che chememovers del segmento. Indicheremo con (AB)
il segmento di verso (A, B) e con (BA) il segmediwerso (B, A).

segmento AB

@ @ r
A B

segmento orientato (AB
@ r
A B

segmento orientato (BA)
@ r
A B

6.2.8. Definizione Siano r ed s due rette parallele in senso str&témo A e B due punti distinti di

r e C e D due punti distinti di s. Sl piano individuato da r ed s e sia t |a rettatghassante per A
e C. La retta t divide il pianat in due semipiani. Se i punti B e D appartengoro slesso

semipiano, allora diremo che (AB) e (CD) hannostiesso verso. Altrimenti, diremo che hanno

Ver so opposto.
A )B B( A
r r
t t
o— o——=
C D C D
(A,B) e (C,D) hanno lo stesso verso (A,B) e (C,D) hanno verso opposto

6.2.9. Definizione Sulla_stessa rettasiano A, B, C e D quattro punti tali chez®B e G£D. Sia s
una retta parallela in senso stretto a r e siamal E due punti distinti di s tali che (AB) ed (EF)
abbiano lo stesso verso. Se (CD) e (EF) hanneksstverso, allora diremo che anche (AB) e (CD)

hanno lostesso verso. Altrimenti, diremo che hanneerso opposto.

B
A C D
O— ( o
D
s < s
E E
(A,B) e (C,D) hanno lo stesso verso (A,B) e (C,D) hanno verso opposto

Se (AB) e (CD) hanno la stessa direzigciee sono paralleli), allora scriveremo:

* vers(AB) = vers(CD) se hanno lo stesso verso

* vers(AB) = - vers(CD) se hanno verso opposto
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6.2.10 Definizione Stabiliamoche il segmento nullo abbia lo stesso verso di algfro segmento.

Indichiamo cor 'insieme {(AB) 0 A,BO } e lo chiamiamansieme dei segmenti orientati.

6.2.11.Definizione. Comungue presi due segmenti orientati (AB) e @i, diremo che (AB) é
equipollente a (CD), e scriveremo (ABj (CD), se (AB) e (CD) hanno la stessa lunghezzstdssa
direzione e lo stesso verso. Il sottoinsieme {((A®D))JZxZ | (AB) é equipollente a (CD)} € una

relazione in> che chiamiameoelazione di equipollenza e indichiamo col simbols.

6.2.12. OsservazioneE’ facile verificare che quella di equipollenzarga relazione di equivalenza.

6.2.13. Definizione Chiamiamoinsieme dei vettori liberi , e lo indichiamo con V, l'insieme

quozienteZ,~. Quindi, unvettore libero € una_classe di equivalenrspetto alla relazione di

equipollenza (talvolta anche detta classe di edjeipza).

6.2.14 OsservazioneDue segmenti orientati (AA) e (BC) sono equipalise e solo se B = C.

6.2.15. Definizione Chiameremaettore libero nullo, e lo indicheremo col simbol® , la classe di

equivalenza individuata da un qualsiasi segmentio.nQuindi, 6 ={(AA) OAOO}.

6.2.16. Definizione Se G = [(OA)]-, allora il segmento orientato (OA) viene datéppresentante
di G applicato in O.

(OA) e un rappresentante del vettore libero u

—>

Tenendo conto di come e definita la relazierdt equipollenza é ben posta la seguente

6.2.17. Definizione Diremolunghezza, direzione e verso di un vettore libero rispettivamente la

lunghezza, la direzione e il verso di un suo quglienrappresentante.

—

Indicheremo con |} || la lunghezza del vettore libero. Ovviamente, JJi || =0« u =0.



6.2.18. Teorema(esistenza ed unicita del rappresentante applicata iun fissato puntg

Per ogni punto QO e per ogni vettore liberau OV esiste ed €_unicoun punto Al tale che
(OA)O u , ovvero [(OA)l= u . In altre parole, per ogni punto O dello spazipee ogni vettore

libero u esiste un unico rappresentanteudiapplicato in O.

Dimostrazione Se u =0 allora A coincide con O. Sa # 0 allora sia r 'unicaetta passante per
O e avente la stessa direzione ui (cioe la stessa direzione di un suo rappresejtaia X un

punto di r distinto da O tale che il segmento daémnon nullo (OX) abbia lo stesso versoudi

(cioe lo stesso verso di un suo rappresentanté)uoa semiretta per O e X chiamiamo Autiico

punto tale che la lunghezza del segmento OA é agaifd proprio alla lunghezza del vettote

(cioé alla lunghezza di un suo rappresentante).

un rappresentante del vettore libero u

0 Ao

Il segmento orientato (OA) ha la stessa lunghedizazione e verso du . Quindi, (OA)J u .

Il segmento orientato (OA) é I'unico rappresentatekvettore liberou applicato nel punto Om

Dal precedente teorema segue subito il

6.2.19. Corollaria Dati tre punti O, A, BIO sihache [(OA)} [(OB)]: = A=B.



6.2.20. Algoritmo “S’. Comunque presi due vettori libeui e v si effettuino i seguenti passi:

(1) si scelga, a piaceran punto QI ;
(2) sia AOO I'unico (per il teorema 6.2.18) punto dello spatate che [(OA) = G ;
(3) sia BJO l'unico (per il teorema 6.2.18) punto dello spatake che [(AB)] = ; ;

4) sia? il vettore libero individuato dal segmento origtat (OB), cioé? = [(OB)]=

/ rappresentante del vettore libero u A
%B

(0]
rappresentante del vettore libero v

6.2.21. Osservaziond.’algoritmo precedente determina univocamehtettore libero t .

Infatti, anche se al passo (1) scegliessimo ungOwO (e quindi si avrebbe, in generalezA’' e

B’#B) é facile rendersi conto che sarebbe (O49B), per cui alla fine [(O'B’)} = [(OB)]- .

A
% B | segmenti orientati (OB) e (O'B') sono equipollenti
o quindi individuano lo stesso vettore libero t
A
O? B'

o'

Tenendo conto dell’'osservazione precedente e b&tia fpseguente

6.2.22. Definizione Sia [+] : WV - V l'operazione binaria ovunque definita ed intem& cosi
definita:

-

ufv:i=t

dove ; e il vettore libero ottenuto coralgoritmo “S” applicato ai vettori Iiberia e; .
Quindi, si ha che [(OAY[+] [(AB)] = := [(OB)]- .



6.2.23. Lemma La coppia (V, [+]) € un gruppo abeliano.

Dimostrazione Dobbiamo provare che valgono (G1), (G2), (G3pé)(

GO Ou,v,wiV (u [+ V) w=u (v [+w)

Sianou , v ,w [OV. Si scelga, a piacere,[@]. Sia AOO l'unico punto tale che [(OA;]=G . Sia

—

BOO Il'unico punto tale che [(AB)E v . Sia @JO l'unico punto tale che [(BC)]= w .
/ rappresentante del vettore libero u A
l rappresentante del vettore libero w B
)
rappresentante del vettore libero v C

(u [+] V)1 w = ([(OA)]- [+] [(AB)] ) [+] [(BC)]- = [(OB)L [+] [(BO)]- = [(OC)k

u (v [ w) = [(OA)]- [+] ([(AB)] - [+] [(BC)]-) = [(OA)]- [+] [(AC)]- = [(OC)k.
(G2)00D0V:OuDV u[+]0=u=0[+u

Siaa (V. Si scelga, a piacere,[@] . Sia AJO I'unico punto tale che [(OA;]za . Si ha che

U [+] 0 =[(OA)J- [+] [(AA)] = [(OA)]-= u = [(OA)]= [(QO)L- [+] [(OA)] = 0 [+] u
(G3)0ulV OUDV: u[+]u' =0 =u'[+]u

Siaa (V. Si scelga, a piacere,[@] . Sia AOO I'unico punto tale che [(OA¥ G .

Sia J OV il vettore libero rappresentato dal segmentoraat (AO), cioéJ‘ :=[(AO)]-. Si ha che
U [+] U = [(OA))- [+] [(AO)]- = [(QO)} = O = [(AA)]- = [(AO)]- [+] [(OA)]- = U [+] u

G4 0Ou,vOV u+v = v[+u ([+] & commutativa)

Sianoa ; (V. Si scelga, a piacere,[@] . Sia A,B10 gli unici punti tali che [(OA)4=G e che
[(AB)] == ; . Sia OJO l'unico punto tale che la figura OABD e un parkdggammo.

/ rappresentante del vettore libero u A
B

rappresentante del vettore libero v

Poiché (DB}(OA) e (OD}(AB) si ha che [(DBY=[(OA)-=u e [(OD)L=[(AB)]-= v . Quindi,
U [+] v = [(OA)]- [+] [(AB)] = [(OB)]-= [(OD)L [+] [(DB)]-=v [+] u . m
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6.2.24. Definizione Sia * : RV - V I'operazione binaria ovunque definita iR a valori in V
definita nel modo seguentenlIR , [J G v

» sea =0 vel G :6 allora a* G ::6 ;

* sea z0 et G ¢6 allora a* G e il vettore libero avente Iunghezzca*lﬁ [| == (11|)||a ||, la stessa

direzione diu e verso uguale a quello di sea > 0 aut opposto a quello di sea < 0.

] ] ] ] ] \
/ u
! : > 3*u
L1 1 |> (5/6)*u
< | (-2)u

Si puo provare (noi faremo sottegli esempiche valgono le seguenti proprieta:

(PSDOa0R , 0 u ,v OV a*( U [+] V)= (@* u) [+ (@ V)

6.2.25. EsempioSiano u e v i vettori liberi rappresentati dai segmenti orggntosso e verde e

siaa = 2. Si vede che il vettore libero Z;([+] ; ) € uguale al vettore libero (2}) [+] (2* ; ).

A
\"
i :
(@]
2*(u[+]v)

-
\\

(*u)[+](2*v)
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(PS2)0a,B0R , 0 u OV (@+B)* U = (* u ) [+] (B* u)

6.2.26. EsempioSia u il vettore libero rappresentato dal segmento taienrosso. Siana=1/2 e

B=3/2. Si vede che il vettore libero (1/2+3/2)* & uguale al vettore libero ((1/20¢)[+]((3/2)* u )

! \
/ u
O ' > (1/2)+(3/2))*u = 2*u
(1/2)*u

' ' > (3/2)*u

o ! N 1o .
7 (U2)ru) [+] ((3/2)*u)
(PS3)00,BOR , 0 u OV (@B)* u =a*(B* u)

6.2.27. EsempioSia u il vettore libero rappresentato dal segmento taienrosso. Siana=3/2 e

[3=-2. Si vede che il vettore libero ((3/2)(-2);* e uguale al vettore libero (3/2)*((-2&)

N

/ u

/ 1 1
N\

O ((3/2)(-2))*u = (-3)*u

v =(-2)*u

< ! ' O (312)*v = (3/2)*((-2)*u)

Inoltre, € immediato verificare che

(PSA)0 u OV 1*u=u

Ricordando (Lemma 6.2.23) che (V, [+]) € un gruppeliano, abbiamo provato il seguente:

6.2.28 TEOREMA. Laterna (V, [t+], *) € uno spazio vettoriale real
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6. Quattro esempi di spazi vettoriali reali.

6.3 Le n-uple ordinate di numeri reali.

Siano R il campo dei numeri reali € Rnsieme delle n-uple ordinate di numeri reali.
Ricordiamo chealue n-uple ordinate di numeri reali

(a1, &, 3, ..., &1, &) € (B, by, b, ..., by, )

sono uguali se e solo se
a=b, = &= ,ad1=bi,a&=h

ovvero, se e solo se hanno gli stessi elementi sgggsi “posti”.

6.3.1. OsservazioneDate due n-uple ordinate di numeri reali

(all @l a3| ey aq—l; a]) e (b.) bZ) b3| ey b]-l) b’])
per ogni i{1, 2, 3, ..., (n-1), n} € univocamente determindtosultato dell'operazione & b .
Quindi, € anche univocamerdeterminata la n-upla ordinata di numeri realusege:

(al+bll @+b21 a3+b31 ey an-l+bn-l, aﬂ+bn)

Tenendo conto dell’osservazione precedente e b&a foseguente:

6.3.2. Definizione Sia 0 : R"xR" - R" l'operazione binaria ovunque definita ed internaRa

definita nel modo seguent8(ay, &, &, ..., &-1, &), (b1, by, bs, ..., by, B)OR"

(e, &, &, ..., &-1, &) O (b, by, bs, ..., g, bn) = (atby, &+, &t+bs, ..., @1+bn.g, anthy)

6.3.3. Esempioln R* si ha che (2, 4,-7, %) (5,-6, 3,-1) = (7, -2, -4,-%2)
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6.3.4. Lemmala coppia (R, 0) & un gruppo abeliano.

Dimostrazione Tenendo conto delle proprieta del campo R sigfagiimente che:

O(a, &, ..., &), (b, bz, ..., ), (cu, G2, ..., G)OR"
(G1) O é associativa, cioe

(&, &, ..., @)U(by, bz, ..., B))U(CL, & ..., @) = (&, &, -y &)D((O1, bz, -, BYTI(CL, G, - @)
(G2) la n-upla ordinata nulla (0, 0, O, ..., 0, eéemento neutro rispetto a [+]

(G3) la n-upla (-8 -&, -a, ..., -&-1, -a) € il simmetrico della n-upla {a&, &, ..., &-1, &)
(G4) 0O é commutativa, cioé {ga, ..., a)0(by, by, ..., ) = (b, by, ..., B)0(a, &, ..., &) N

6.3.5. OsservazioneData una n-upla ordinata di numeri reali, @, &, ..., &.1, &) € un numero
realea perognii=1, 2, 3, ..., (n-1), n & univocamerggedminato il risultato dell'operaziores .

Quindi, € anche univocamerdeterminata la n-upla ordinata di numeri realusege:

(0ay, 0, 08, ..., 081, Oay).

Tenendo conto dell’osservazione precedente e b&ta fpseguente:

6.3.6. Definizione Sial : RxR" — R" I'operazione binaria ovunque definita tra uno awale una

n-upla ordinata di numeri reali a valori i Refinita nel modo seguente:

Oo0R , O(ay, &, @&, , &1 &)OR"  al(ay, &, @&, ..., &1, &) := (Qay, ad, 0ag, ..., 081, 0a,)

6.3.7. Esempio201(2, 4,-7, %2) = (4, 8,-14, 1); (-¥)8,0, 12,-40) = (-6, 0, -9, 30)

Tenendo conto che R & un campo, si prova BoeBR, O(a, &, ..., @), (by, by, ..., B)OR"
(PS1) al((ay, @, ..., &) O (by, by, ..., ) = (@O(a, &, ..., @) O (@O(by, by, ..., k)
(PS2) G +P)U(ay, &, ..., &) = (@U(ay, &, ..., &) U (BU(&, @, ..., &))

(PS3) 6P)O(ar, @, -, &) =a0B0(ay, @, ..., &)

(PS4) D(ay, &, ..., &) = (&, &, ..., &)

Ricordando (Lemma 6.3.4) che'{RJ) & un gruppo abeliano, abbiamo provato il seguente

6.3.8. TEOREMA. La terna (R, O, 0) & uno spazio vettoriale reale.
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6. Quattro esempi di spazi vettoriali reali.

6.4 Le matrici di uno stesso (fissato) ordine ad &nenti reali.

Indichiamo con R l'insieme delle n-uple ordinate di numeri real. 6.3., dopo aver introdotto

un’operaziondl] di “somma” tra due n-uple reali e un’operazidneali “prodotto” tra un numero
reale e una n-upla reale, abbiamo visto che latg®h O, 0) & uno spazio vettoriale reale.

Qui indicheremo brevemente cofl R spazio vettoriale reale {RJ, 0).

Siano ay, a, as, ..., dm1), @ M elementi di R cioé m n-uple ordinate di numeri reali.
a = (a1, &2 , an)
= (21, &2, , @)
as = (31 &2, &n)

m-1) = (@m-11, &m-12. , @m-1)n)
am = (8n1, @n2,  &n)

Consideriamo una m-upla ordinata che contenga-afile come elementi, cioe

(all a2| 83) ey a(m—l), am)
ovvero

((Bu1, &2, ,an), (@n &2 , @), (381 &2, , &), .-y (@m-11 &m-)2 » @&n-pn), Bz, 8n2, 5 &)

6.4.1. Definizione Diremomatrice di tipo mxn ad elementi reali ogni m-upla ordinata avente come

elementi n-uple ordinate di numeri reali.
6.4.2. Esempio A =((2,3,0), (1,-7,4)) € una matrice di ti@x3.
B=(4,5,1),(1,1,1), (0,0,-2)) € una matricdipo 3x3.

C=(@1,2,3,4), (11,-4,-4,9), (-6,0,8,0)) € unamaa di tipo 4.

6.4.3. OsservazioneOvviamente, una matrice € una (mn)-upla. Ma éariqualcosa di piu”.
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Di solito una matrice di tipo BN vienerappresentata con una tabella rettangolare di m righe e n
colonne in modo tale che gli n elementi della wesiriga siano proprio gli n elementi della i-esima

n-upla ordinatay.

a; | a1 a2 a3 a4 - - - Am ain
a, az azo azs a4 - - - 82na) a2n
a azy azp az3 a4 - - - 83(na) azn
3
A= =
A(m-1) AQm-1)1 4m-1)2 4m-1)3 m-1)4 - - - 4m-1),(n1) Ym-)n
L 8m | @m1 am?2 am3 8m4a - - - amnd) 8mn |

In tal modo si ha che il numero realg ahe si trova nella i-esima riga e j-esima colodeda

matrice (che diremelemento di posto ij) € il j-esimo elemento della i-esima n-upla ortina

6.4.4. EsempioUsando questa nuova rappresentazione scriveremo

A 2 3 0] i d  A=(23,0), (1,-7,4)
= invece di =((2,3,0), (1,-7,
1 -7 4]
(4 5 1]
B=|1 1 1 invecedi B =((4,5,1), (1,1,1), (0,0,-2))
0 0 -2
1 2 3 4
cC=|11 -4 -4 9 invece di C =((1,2,3,4), (11,-4,-4,9), (-6,0)3,0
-6 0 8 O

Per brevita, spesso scriveremo A dfa, per indicare una tabella rettangolare di m rigtene

colonne contenente come elementi dei numeri reali.

6.4.5.Definizione. Col simbolo M(m, n, R) indicheremo l'insieme cenénte tutte e sole le matrici

di tipo mxn ad elementi reali. In pratica M(m, n, R) =R,
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a4 b,
a, b,
. . ag b3 . . .
6.4.6. OsservazioneSiano A = e B= due matrici ad elementi reali dello
Am-1) b(m-1)
| Qm L bm |
stesso tipo mn. Per ogni indiceli{1, 2, 3, ..., (m-1), m} di riga & univocamerdeterminata in R

la n-upla ordinata O b; risultato dell'operazioné] tra le due n-uple ordina@ e b; .Quindi, e
a, b,
a, b,
. . | a30bs o
anche univocamentdeterminata la matrice ad elementi reali di tipo rm.
Am-1 N bm-l
a, by,

Tenendo conto dell'osservazione precedente € bstia fseguente

6.4.7. Definizione Sia [J] : M(m, n, RxM(m, n, R) -~ M(m, n, R) I'operazione binaria ovunque

definita ed interna a M(m, n, R) definita nel medguente:

a b, ay b, - a,0b,

a, b, a, b, a, b,

a b a b az b

ol 2 2 oM@, n, R) ol P ol=| RO
Am-1) | | Om-1) A(m-1) Bim-1y| |@maUbmy
Cay, || by | Ay b, | | an,0Oby |

Tale operazione (fra due matrici defiessaipo) viene dettasomma di due matrici.

, (2 3 0 5 -3 1 7 O 1
6.4.8. Esempio (] =
-1 -7 4 -7 0 -10 -8 -7 -6

4 5 1 -4 -5 -1] [0 0 O
11 1(ml1 1 1|=|2 2 2
00 -2 3 3 5| |33 3
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6.4.9. Definizione Unamatrice ad elementi reali di tipo ®rm la diremonulla, e la indicheremo col
simboloOnmxn (0 anche, quando il tipoxn € chiaro dal contesto, piu brevemente ©)rsetutte le

sue righe sono uguali alla n-upla nulla (0, 0, 90, .0). Quindi, tutti gli elementi dDp,x, sono nulli.

6.4.10. Esempio Ogsxg =

o O O
o O O
o O O
o O O

6.4.11. Definizione Sia A una matrice ad elementi reali di tipgrmCon_Aindicheremo la matrice
ad elementi reali di tipo ”Rn definita nel modo seguente: per ogni indidéli 2, 3, ..., (m-1), m}
di riga se (a, a2, as, ..., an-1), an) € la i-esima riga di A allora (za-a2, -as, ..., -8,(n-1), -an) € la i-
esima riga di_A Ovvero, se A = [gmn € A= [bj]lmxn allora per ogni indiceli{1, 2, 3, ..., (M-

1), m} di riga e ogni indicelj{1, 2, 3, ..., (n-1), n} di colonna sihache ¢ b - g .

1 2 3 4 -1 -2 -3 -4
6.4.12. Esempio Se A= 11 -4 -4 9| alora A=|-11 4 4 -9
-6 0 8 O 6 0O -8 O

Tenendo conto che (RO) & un gruppo abeliano si prova subito che valderseguenti proprieta:

(G1) UAB,COM(m, n, R) (AD]IB)[O]JC=A[0](B[O]C)
La somma tra matrici gode della proprieta assoati
(G2) OOmxnOM(m, n, R) :0AOM(M, n, R) A 0] Omxn = A =Omxn [O] A

Esiste una particolare matrice, quella nulla, cledsiporta da elemento neutro rispetto alla soma.

(G3) DAOM(m, n, R) IJA(m, n, R) : ADJA=Omn=A[0]A
Per ogni matrice A ne esiste unacke si comporta da simmetrico rispetto alla somma.
(G4) OA,BOM(m, n, R) A[0]B=B[O]A

La somma tra matrici gode della proprieta commugati

Abbiamo quindi provato il seguente

6.4.13. Lemmala coppia (M(m, n, R),[J]) € un gruppo abeliano.

6.4.14. OsservazioneRer la proprieta (G6) si ha che la matricé Anica. Tale matrice viene anche
dettamatrice opposta della matrice A e indicata col simbolo (-A).
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6.4.15. OsservazioneSianoallR e A = una matrice ad elementi reali di tipocm Per

Am-1)
am

ogni indice {1, 2, 3, ..., (m-1), m} di riga & univocamentieterminata in R la-nupla aOa;

risultato delloperazione di prodotto tra il numereale a e la n-uplag . Quindi, € anche

alla;
ala,
univocamentaleterminata la matrice alla, ad elementi reali di tipo ®m .
allagm-y
ala,,

Tenendo conto dell’'osservazione precedente e b fppseguente

6.4.16. Definizione Sia [1] : RxM(m, n, R) - M(m, n, R) 'operazione binaria cosi definita:

a, a, [ alag
a, a, ala,
as as allag
OaOR O OM(m, n, R) o [[J] =
Am-1) m-1) allagm-y)
a, | a, | | ala, |

Tale operazione viene defieodotto di un numero reale per una matrice.
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2 3 0 -6 -9 O
6.4.17. Esempio  (-3)[] =
-1 -7 4 3 21 -12

4 5 1 2 5/2 1/2
@w2oll 1 1 |=|12 12 1/2]
00 -2 |0 0 -1
1 2 3 4 [0000
o1l -4 -4 9|=|0 0 0 O
-6 0 8 0|/ |[00O0O

Tenendo conto che (RO, 0) & uno spazio vettoriale reale si prova subitoveiigono le proprieta:

(PS1)0a0R , DA, BOM(m, n, R) a[O](A [0] B) = (a[O]A) [ D] (a[0]B)
(PS2)0a, BOR , DAOM(m, n, R) G+B)IL]A = (a[C]A) [O] (BICIA)
(PS3)0a, BOR , DAOM(m, n, R) GR)[OJA = a[D](B[O]A)
(PS4)DAOM(m, n, R) 10JA=A

Ricordando (Lemma 6.4.13) che (M(m, n, R}])[e un gruppo abeliano, abbiamo il seguente:

6.4.18. TEOREMA La terna (M(m, n, R),[J], [(]]) € uno spazio vettoriale reale.



