22. Geometria analitica dello spazio (piani erette).

22.1. Definizione. Siano O un punto dello spazioigj(k) unabase ortonormale dello spazio dei

vettori liberi. Diremo che la quaterna ordinata (@, k) € unriferimento cartesiano ortonormale

dello spazigpe lo indicheremo con il simbolo RC(Qj, k).

22.2. Osservazione. Se indichiamo com] linsieme dei punti dello spazio, allora per ogninto
POO esiste ed € unico il vettore libewo= [(OP)]. Per il Teorema di caratterizzazione dauase,
si ha che esiste un’unica terna ordinata di numesii (%, Ye, z7)OR® tali cheu = xgi + Vi + zk.
Tenendo conto di quanto appena osservato si pudirdetina funzioneQ : 0 — R® che ad ogni
punto P associa 'unica terna ordinata di numedii (&p, yp, Zp), Cioe Q(P) = (%, Yp, zp). E’ facile
dimostrare che tale funzione & biettiva. Infatér pgni terna ordinata di numeri reati, @, y)OR®
esiste un unico vettore libeto= ai + 3] + yk, per cui nello spazio esiste un unico punto Q ¢ake
[(OQ)] =t. Poiché, per ogniaf B, y)OR%esiste @O tale cheQ(Q) = (@, B, y)OR®, la funzione &

suriettiva. Siccome tale punto Q e anche unicataibne e iniettiva.
Tenendo conto dell’Osservazione 22.2 & ben postegaente

22.3. Definizione. La funzionebiettiva che ad ogni punto P dello spazio associa l'uneraat
(Xp, Yp» Zp) ordinata di numeri reali tali che [OP] #@x Yy, + zk si dicecoordinatizzazionelei

punti dello spazio rispetto al riferimento affin&@, i, j, k).

22.4. Definizione. L'unica terna ordinata di numeri realip(¥p, Z,) associata al punto P tramite la
funzione di coordinatizzazione viene detta ternéedmordinate del punt® rispetto al riferimento
affine RA(O,i, j, k). Il primo, secondo e terzo elemento della terrg ¥, z,) vengono detti
rispettivamentascissaordinata e quotadel punto P.

Inoltre, scriveremo brevemente B(¥, z,) invece che “il punto P di coordinate,(¥p, z,)".



22.5. Osservazione. Se R(x1, 1, z1) € B(X2, V2, ) sono due punti dello spazio, allora
[P1P] = (X2 = Xa)i + (Y2 — W) + (22— z)k

Dimostrazione. Si ha che [OR =xii +vyij + zk e [OR] = xal + Yy + zK.
Dalla relazione vettoriale [QP+ [P1P;] = [OP;] si ottiene [RP,] = [OP,] — [OP] da cui la tesi. B

Ovviamente, essendo sottointesa la bggek), possiamo identificare il vettore ®] con la terna

ordinata delle sue componenti, per cui scriveremeedimente [Pl = (X2— X, Vo — V1, 22— 2)

22.6. Lemma. (complanarita di 4 punji
Siano R(Xy, Y1, 21), Po(X2, Y2, 22), Ps(X3, Y3, Z3) € Ri(X4, Ya, Z4) quattro punti dello spazio.
Xa=X1 Ya=Y1 247
P1, P>, Ps e R sono complanari= defXx3—X; Y3—-Yy1 2z3-2%;| =0
X27X1 Y27Y1 2274
Dimostrazione. Si hache [P = (X2 — X, Y2— WY1, Z2—2), [P1P3] = (X3 — X1, Ya— 1, ZZ—2) €
[P1Ps] = (Xa — X1, Ya — Y1, Z — 21).
Sia H la matrice avente come righe le componentirdevettori [RP.], [P1Ps] e [PiP4], cioe
Xa=X1 Ya=Y1 247
H=|X3-X1 y3~Yy1 Z3—7
X2=X1 Y2=Y1 2274
| quattro punti i, P,, Ps e B, sono complanari <
= 1tre vettori [RP;], [P1Ps] e [P.P4] sono complanari =
= itre vettori [RP,], [P1P3] e [PiP4] linearmente dipendenti-

= le tre righe di H sono linearmente dipendenrti rg(H) <3 < detH=0. W

22.7. Teorema. (equazione cartesiana di un pigno

Per ogni pianat dello spazio esiste un’equazione lineare del (b ax + by + cz + d = 0 nelle
incognite (X, y, z) con (a, b, €)(0, 0, 0) tale che un punto B(¥,, ) dello spazio appartiene al
pianoTise e solo se la ternay(¥p, Z,) € una soluzione dell’equaziorme)(ovvero si ha la seguente
identita ax + by, + ¢z + d = 0. L'equazione¥(), che_caratterizza punti di 1, si diceeguazione
cartesiana del piano 7z Inoltre, diremo brevemente “il piarmo: ax + by + cz + d = 0” invece che “il

pianottdi equazione ax + by + cz + d = 0”.



Dimostrazione. Siano R(X1, Y1, z1), Po(X2, V2, 22) € R(X3, V3, Z3) tre puntinon allineati di 1t
Sia P(x, y, z) un punto dello spazio e sia H larioatdel Lemma 22.6 corny#P.
Sviluppando il determinante di H secondo la sua@niiga si ottiene che
detH = (p — x)detHhs — (Yo — Yr)detHh, + (2, — z)detHis
Ponendo a:=dethl , b:—deth, e c:=deths si hache
detH = a(x —X) + b(yp — y1) + ¢(3 — 2)
da cui
detH = ax + by, + ¢z + (— ax — by, — cz)

Ponendo d :=- (ax by, + cz) si ha infine

detH =ax + by, + cz + d
Poiche, per ipotesi, i tre punti,A?, e B non sono allineati si ha che i vettori liberiffi] e [P.P3]
non sono paralleli e, quindi, sono linearmentepaddenti. Per cui la matrice

{X3 X1 ¥Y3TY1 Z3 ‘21}

Xo=X1 Y2=Y1 2274
ha rango uguale a due. Quindi, (dgtHletH,, detH3) # (0, 0, 0) da cui (a, b, &(0, 0, 0).
Ora, si osservi che
P Yo, Zo)UTT = P, P, Ps e P sono complanari= (per il Lemma 22.6)- detH=0 <
e aptbyp+cz+d=0 <« (X, Yp, %) € unasoluzionedi ax+by+cz+d=H

Per quanto visto nella precedente dimostrazioha subito la seguente

22.8. Osservazione. (equazione di un piano passante per tre punti nbneslti)

Siattil piano passante per i tre puntin allineati Pi(X1, Y1, 1), P.(X2, Y2, 22) € R(X3, V3, Z3).
X=X Y=Y1 Z77

L’equazione cartesiarmae data da dek3—X; Yy3—y1 23—-%| =0
X2=X1 Y2=Y1 2274

22.9. Osservazione. Se ax +by+cz+d =0 con (a, b£d0, 0, 0) € un’equazione cartesiana di
un pianoTt, allora per ogni scalare non nullo I'equazione o@)x + @b)y + (ac)z + @d) =0 &
equivalente (ha le stesse soluzioni) allequaziemxe+ by +cz +d =0 e, quindi, anch’essa é

un'equazione cartesianardi



22.10. Definizione. Diremo che urvettorelibero non nullou € perpendicolaread unpianotseu

perpendicolare ad ogni retta del piamo

22.11. Teorema. (significato dei coefficienti delle incognite nelileazione cartesiana di un piano
Se ax+by+cz+d=0 con (a, b0, 0, 0) e 'equazione cartesiana di un piamallora il

vettore libero non nullau := a + b + &k € perpendicolare al piamo

Dimostrazione. Sia r una (qualsigsretta ditt Siano R(Xy1, Y1, z1) € B(X2, V2, o) due punti_distinti
della retta r. Si hanno le seguenti identita eky; + cz +d =0 e ax+ by + ¢z + d = 0. Inoltre,
[P1P2] = (X2 — x)i + (2 — W1)] + (zz — z)k. Per cui si ha che

ue [PiPy] =a(e—x) + b(ya—y1) +c(z—2) = (ax +by+cz) + (-ax—by-cz)= -d+d=0
Da u -« [P1P;] =0 si ha cheu O[P:P;] ovvero u [Or. Poiché il vettores € perpendicolare ad ogni

retta del pianar, allora per la definizione precedente il vettore perpendicolare al piamo W

22.12. Osservazione. Consideriamo un’equazione lineare ax + by + dz=+0 nelle incognite
(x,y, z). Sia G illuogo (cioe l'insieme di tutti e soli) dei punti Q delkpazio tali che terna di
coordinate ¢, 3,y) di Q sia una soluzione di tale equazione. Studiama la “forma” di G. Se
(a,b,c)=(0,0,0) ed =0, allora per qualuntgraa §, 3, y) si hachea+ b3 + cy + d = 0 per cui
G é costituito da tutti i punti del piano, brevenelG ¢ il piano”. Se (a, b, c) = (0, 0, 0) &0,
allora per ogni ternao( 3, y) si ha chea + b3 + cy + d = d# O per cui G e I'insieme vuoto.

Se (a, b, c¥ (0, 0, 0) allora G e costituito da tutti e sofiunti di un piano, infatti si puo provare il

seguente

22.13. Teorema. Per ogni equazione lineare del tipo ax + by + ¢ck=+0 con (a, b, & (0, 0, 0)

esiste un pianatale che una sua equazione cartesiana sia preprioby + cz+d =0 .

22.14. Definizione. Sia R un punto dello spazio. Dirensiella di piani di centro pla totalita dei
piani “passanti” per il puntogPCol simboloS(Ry) indicheremo l'insieme delle equaziatei piani
della stella di piani di centrogP

22.15. Osservazione. Ttappartiene alla stella di piani di centrpde e solo segRyppartiene a

22.16. Teorema. (equazione di una stella di pigni
Se R(Xo, Yo, Z0) allora S(B) = {a(x —x) + b(y — ) + c¢(z —3) =0 | (a,b,dR*(0, 0, 0)}}.



Dimostrazione. Sia H = {a(x — %) + b(y — y) + ¢(z — 3) = 0 | (a,b,dJJR*—{(0,0,0)}}. Devo provare
che H=S(p). Si vede subito che ogni equazione del tipo af®)+ b(y—y) +c(z—23) =0
rappresenta un piano passante peindi, HO S(Ry). Se orart: ax + by + cz+d =0 € un piano
dello spazio passante peg, Rllora si ha la seguente identita o &by + cz+d =0 da cui Si
ottiene l'identita d = — (ax+ by + Ccz). Per cuitt: ax + by + cz + — (ax+ by + cz) = 0, ovvero

T a(X—x%) + b(y—y) + c(z—-23) =0 e, dunquerdH. Quindi, S(B) O H. W

22.17. Teorema. (mutua posizione di due pigni
Sianom:ax+by+cz+d=0emm:ax+hy+cz+d=0 due piani.

d
Ponendo A a boo e C= a boa 4
ap by ¢ ap by cp dy

} si ha che
1) idue piani sono lo stesso piano ICE ALY = rgC=1
2) i due piani non hanno alcun punto in comuney (b =0) « rgC=2 et rgA=1

3) idue piani hanno una retta in comune mAm=r) = rgA=2

Dimostrazione. Considerato il sistema lineare costituito dallaaioni dei due piani si ha che A é
la matrice incompleta (matrice dei coefficienti) distema mentre C € quella completa.
Da (a, by, ¢))#(0,0,0) e (@b, &) # (0,0, 0) sihache rgAl.
Poiché krgA<2 e rgA<rgC< min{2, (1+rgA)}, i casi possibili sono:
) rgC = 1 (quindi anche rgA = 1)
IrgC=2 et rgA=1
ll) rgA = 2 (quindi anche rgC = 2)
DrgC=1 < [WOR—{0}: (a, p, &, th) =a(ay, by, €1, th) -
= le equazioni dei due piani differiscono per atidre moltiplicativo non nullo =
= |e due equazioni sono equivalent i due piani sono lo stesso piano.
Per cui € completamente provata la (1).
I rgA=1#2=rgC = il sistema non ha soluzioni= i piani non hanno punti in comune.
Quindi, € completamente provata la (2).
lll) Se rgA = 2 =rgC, allora il sistema ha infiaisoluzioni. Quindi, i due piani hanno infiniti gun
in comune. Inoltre, essendo rg, per la (1) i due piani sono distinti per cungancidenti in una
retta. Viceversa, se due piani hanno una rettaimunie, allora (avendo gia provato completamente

i casi precedenti) deve per forza essere rgA ©aindi, € completamente provata anche la (8).



22.18. Definizione. Diremo che dugoiani Ty e To sonoparalleli se sono lo stesso pianm € )

oppure non hanno alcun punto in comumer( e = ).

22.19. Corollario. Due piani To: ax +byy+cgz+d =0 e T:ax+bhy+cz+d=0 sono

paralleli se e solo se esiste un numero reale nbo @ tale che (g8 b, ) =a(a, b, ¢).

Dimostrazione. Per il Teorema 22.17 si ha che i piamie T sono paralleli se e solo se rgA =1,

quindi, se e solo se le righe di A sono linearmelipendenti ovvero sono proporzionall

22.20. Definizione. Diremo fascio (improprio) di piani paralleli al pianoz la totalita dei piani
paralleli ay. Col simboloF(7z) indicheremo I'insieme delle equaziaei piani del fascio di piani

paralleli am.

22.21. Teorema. (equazione di un fascio improprio di piani

Sem:ax+thy+cgz+d =0 allora Ff) ={axx +by+ gz +t=0|0R}.

Dimostrazione. Sia T, : &X + lpy + Gz + & = 0 un generico piano dello spazio.

UF(m) = /Ty = (per il Corollario 22.19 [WOR—{0}: (ag, by, &) =a(a, by, &) =

= Tp:0ax+oby+aciz+d=0 = m:ax+hbhy+qgz+(d/a)=0.

Viceversa, se un piano; ha un’equazione del tipopat byy + gz + t = 0 allora (per il Corollario

22.19) il pianotp € parallelo al pianay e, quindi, To(OF (). W

22.22. Osservazione. (equazioni cartesiane di una refta

Tenendo conto della (3) del Teorema 22.17 si hanelle spazio € possibile rappresentare tutti e
soli i punti di una retta (e, quindi, la retta si@scome l'insieme delle soluzioni (punti) di un
sistema lineare costituito dalle equazioni di diz@ipg e 1, tali che rgA = 2.

Per cui scriveremo rpa+hbhy+cgz+d=ax+by+cz+d=0.

Le due equazioni linearpa+ by + gz + o =0 e ax + by + 6,z + &b = 0 vengono dettequazioni
cartesiane della retta r. Ovviamente, poiché sono infiniti i piani (e, qdinle loro equazioni)

contenenti la retta r, ad una retta é possibile@are infinitecoppie di equazioni cartesiane.




22.23. Teorema. (mutua posizione di una retta e un piano con le emum cartesiane della retja
Siano r una retta di equazionjxar by + ciz+d=gx+ by +oz+ =0

eTtun piano di equazioneyat by + Gz + ¢ = 0.

a b ¢ a b ¢ &
Ponendo As3a, by, c,| e C=la, b, ¢, dy| sihache
ag by c3 ag bz c3 d3
1) r e contenuta in (rdm = rgC=2

2) r ertnon hanno alcun punto in comunen(m=0) - rgA=2 et 3=rgC

3) r e incidentgtin un punto (mm={P}) - rgA =3

Dimostrazione. Considerato il sistema lineare costituito dallee cdequazioni lineari della retta e
dall'equazione lineare del piano si ha che A é lrive incompleta (matrice dei coefficienti) del
sistema mentre C e quella completa.
Poiché X< rgA < 3 e rgA< rgC< min{3, 1 + rgA} i casi possibili sono:
1)rgA=2=rgC - il sistema ha infinite soluzioni
= rethanno infiniti punti in comune= reé contenuta i
2)rgA =223 =rgC - il sistema non ha alcuna soluzione
< remnon hanno alcun punto in comune;
3)rgA =3 =rgC < il sistema e di Cramer= il sistema ha una sola soluzione

= retthanno un solo punto P in comune r € incidentatin un punto P. ®

22.24. Definizione. Diremo che unaetta r e unpiano tsonoparalleli se non hanno alcun punto in

comune (m 1t="[1) oppure la retta &€ contenuta nel piana (m).

22.25. Corollario. (condizione di parallelismo retta-piano con le eqoazcartesiane della retla
Unaretta r:x+hy+cgz+d=ax+by+cz+d=0 e un pianom: ax + by + Gz + =0
sono paralleli se e solo se
a b ¢
det do b2 Co| = 0
ag bz c3
Dimostrazione. Per il Teorema 22.23 si ha che la retta e il psowo paralleli se e solo se rgA = 2,

ovvero il rango di A non € massimo. Cio accade sel@se detA = 0.1



22.26. Definizione. Diremofascio (proprio) dei piani per la rettala totalita dei piani contenenti la

retta r. Col simbold-(r) indicheremo l'insieme delle equaziatiiun fascio di piani per la retta r.

2227.Lemma.Semp:aXx+thy+cz+d=0 emm:ax+by+cz+d =0 sono due piamon
paralldli, allora per ogni coppia.(p)JR*—{(0, 0)} 'equazione

W MaX + by + iz + d) +p@x + by + gz +d)=0
rappresenta sempre un piano.

Dimostrazione. Riscriviamo I'equazioney nel modo seguente:

w: (Aag + pag)x + (Aby + pby)y + (Ac1 + ucy)z + (dy + pd;) =0
Poiché i due piani non sono paralleli, i vettoi @, c1) e (a, b, ;) sono linearmente indipendenti.
Quindi, la matrice dei coefficienti del sistemaelane omogeneo nelle incognite (X, y)

X +ayy =0

byx + by =0

x+coy=0
ha rango 2 uguale al numero delle incognite. Perlcsistema non ha autosoluzioni. Essendo
(A, w) # (0, 0) si ha cheMgy + pap , Aby + pb, , Acy + ucy) # (0, 0, 0). Dunquep € un piano. B

22.28. Teorema. (equazione di un fascio proprio di piani

Se r e una retta di equazioni cartesiang +dyy +cz+dh=gx+ by + oz +d =0 allora

F(r) = fMaux + bry + Gz + d) + p(ax + by + 6z + &) = 00 (4, W) OR* (0, 0)}}.

Dimostrazione. Posto
H:= {Max + by + iz + d) + p(@x + by + 6z + &) = 00 (A, W) OR*—{(0, 0)}}.
per il Lemma 22.27, H e un insieme di piani. Provdeche H = F(r).
SiawH, cioé w: Maxx + by + gz + d) + p(ax + by + oz + @) = 0.
Osserviamo che ogni soluzione, (Yo, Zo)) comune alle equazioni della retta r € anche oh&®ne
dell’equazione del pian®, cioe ogni punto di r appartiene al piawoQuindi, la retta r € contenuta
nel pianow. Per cuiwlF(r). Abbiamo cosi provato che [H F(r).
Sia orart: aXx + gy + Gz + & = 0 'equazione di un piano di F(r). Il seguenigesna lineare non

HXtayy=ag CC V) & a ag
omogeneosbyx +boy=bs sihargby by| =2ergb; by, bz| =2 (poiché 0 m. Quindi,
CiX +Coy =C3 G G G G C3

tale sistema e equivalente ad un sistema di Cra®r(, ) # (0, 0) la sua unica soluzione. $ia
il piano di H di equazioneag@ + Ba)x + (aby +Bby)y + (acy + Bcy)z + (ady + Bdy) = 0. Quindi,
W: aX + by + ¢z + (ad; +Bdy) = 0. Per cuiw e 1t sono paralleli. Da Il tn w si ha chen= w.
Dunque, il pianat appartiene all'insieme H. Abbiamo cosi provato ¢ie) (1 H. ®



22.29. Teorema. (equazioni parametriche di una retta nello spazio
Per ogni retta r dello spazio esiste un sistenggdazioni lineari del tipo

X =It+Xqg

(#) <y =mt+yq

z=nt+z,
nelle incognite (X, y, z; t) cod, m, n) # (0, 0, 0) tale che un puntoif,, y1, z1) appartiene alla
retta r se e solo se esistelR tale che la quaterna;(¥1, z; t;) € una soluzione del sisteme)(
Le equazioni del sistem#] si diconoequazioni parametriche della retta r (il parametro e t).

(I, m, n)sono le componenti di un vettore parallelo adir@giconoparametri direttori della retta.

Dimostrazione. Sia RB(Xo, Yo, Zo) un punto della retta r e s\a=li + mj + nk un vettore liberamon
nullo parallelo allarettar. Quindi, (I, m, n¥ (0, 0, 0). Se X, y1, z1) € un generico punto dello
spazio si ha che

P.0r < [(PoPy)] ev sono paralleli = [(PoP1)] e v sono linearmente dipendent

= MOR:[(PP)]=tiv = [MmOR:(x—X, Y1—Y, 22—2%) =t(l, m,n) =

X=Xg =ty
e MOR: (X=X, Y1—Y, 21—2) = (I, mtg, nt)) = [MOR:jy-yp=ml -
Z—7p= ntl
X =It; +Xg X =It+Xqg
- MOR:<y=mt+yg < laterna (x yi; t1) € una soluzione del sistemg=mt+y, W
z=nt1+zo Z:nt+ZO

22.30. Coroallario. (equazioni parametriche di una retta dello spazioghee punti distini.
Siano B(Xo, Yo, Zo) € R(X1, Y1, z2) sono due puniiistinti di una retta r. Poiché il vettoregiR] # 0
e parallelo alla retta r, per la retta r si hanuloite le seguenti equazioni parametriche

X = (X1~ Xp)t+Xg

r:ay=(y1-Yot+yo
z=(z1 - Zp)t + 29

Tenendo conto del significato dei parametri diretiouna retta si ha subito il seguente

22.31. Lemma. (parallelismo tra due rette con i loro parametri ditori).

Siano v = (I, my, y) # (0, O, 0) un vettore parallelo ad una refta & = (l,, m,, n,) #Z (0, 0, 0) un
vettore parallelo ad una retta Le rette { e , sono parallele se e solo se i vettoriev\, sono

paralleli, ovvero se e solo se esiste un numeie rem nulloa tale che ¢, m,, n,) = a(ly, my, ny).



22.32. Teorema. (mutua posizione piano-retta con le equazioni paitsictee della retta
Sia T un piano di equazione ax + by + cz + d =0 e sima retta parallela al vettore (I, m, n) e
passante per il puntg,®R,, Yo, Z)- Si ha che:
(1) larettar e il piana sono paralleli se e solo s + bm +cn =0;
(2) laretta € contenuta nel piano se e solo sebah + cn =0 e @ by + ¢z + d = 0;
(3) laretta e il piano non hanno alcun puntodmane se e solo se
al+tbm+cn=0 e a4 by+czxp+dz0;

(4) réincidentetin un punto se e solo se al + bm +0.

Dimostrazione. Consideriamo il sistema formato dalle tre equaazion e dall’equazione dit

X =t +Xq

y =mt+yg
(v) 2 _

z=nt+zq

ax+by+cz+d=0

Sostituendo X, y e z nella quarta equazione ®rudtia seguente equazione di primo grado in t
a(lt +x) + b(mt+y)+(nt+2z)+d=0

da cui @+bm+cnt+atbp+czy+d=0 &)
(1) Laretta e il piano sono paralle# la retta € contenuta nel piano o non hanno gicumo -
= il sistema¥) ha infinite soluzioni o nessuna soluziore
= Il'equazione &) é indeterminata o impossibile al + bm +cn = 0.
(2) Se al+ bm +cn =0, allora per (1) la rettih gano sono paralleli. Se gx by + ¢z +d =0,
allora il punto B(xq, Yo, Z5) della retta r appartiene al piamo Avendo un punto in comune col
piano ed essendo parallela al piano, la retta tenata nel piano. Viceversa, se la retta e conéenut
nel piano allora la retta & parallela al piano guib punto F(Xq, Yo, Zp) appartiene al piano. Quindi,
al+bm+cn=0 e @& byy+czp+d=0.
(3) Seal+bm+cn=0egxby+cz+dz0, allora per (1) la retta e il piano sono patadida
retta non e contenuta nel piano poiché il suo p&gtoon appartiene al piano. Quindi, la retta e il
piano non hanno alcun punto in comune. Viceversda setta e il piano non hanno alcun punto in
comune, allora sono paralleli e il puntg0R, Yo, Z%) della retta non appartiene al piano. Quindi,
al+bm+cn=0e g« byy+cz+dz0.
(4) Per (1) si ha che al + bm +#£1® se e solo se la retta e il piano non sono dirativvero la
retta é incidente il piano in un punto. Inoltre,tse— (ax, + by, + ¢z, + d)/(al + bm + cn) é l'unica

soluzione di¢), allora le coordinate di tale punto sono (X,y7ZIt + xg, Mt + yp, M + 7). A



22.33. Teorema. (mutua posizione di due rette nello spazio conre émuazioni parametriche

Siano  una retta parallela al vettorg ¥ (I, my, i) # (0, O, 0) e passante per il punt@g, v;, z;)

ed , una retta parallela al vettorg ¥ (I, m,, n,) # (0, 0, 0) e passante per il puntd, y,, z,).

(2=x) (Y2=w) (%-2) L m n
Ponendo H Iy my n e K :{ ! } si ha che le due rette sono:
| l, My m
2 m, Ny
(1) coincidenti o rgH=1
(2) parallele in senso stretto o rgH=2ergk=1
(3) incidenti in un punto o rgH=2ergk=2
(4) sghembe o rgH =3

Dimostrazione. Si osserviche ¥rgk<2 e rgk<rgH<1 + rgK.

(1) Se rgH =1, allora anche rgK = 1 e le due retigo parallele. Inoltre, la prima e la seconda rig
di H sono proporzionali. Quindi, il vettore [i®)] = (X1 — X5, Yo — Y4, Z, — Z;) € parallelo al vettore

vy, = (I, m, my). Per cui, il punto Pdella retta 5 appartiene anche alla retta Essendo parallele e
avendo un punto in comune, le due rette sono atenti. Viceversa, se le due rette sono
coincidenti, allora i vettori [(FP5)] = (X1 = X2, Yo = V1, o= 29), V1 = (I, Mg, ) € b = (I, my, 1)
hanno la stessa direzione. Quindi, rgH = 1.

(2) Se rgK =1 allora le due rette sono parall€ke, inoltre, rgH = Z 1 allora, per (1), le due rette
non sono coincidenti. Quindi, le due rette son@lpae in senso stretto. Viceversa, se le due rette
sono parallele in senso stretto allora, essendallpl; si ha che rgK = 1. Inoltre, non essendo
coincidenti si ha che4 rgK <rgH< rgK + 1 = 2. Per cui, rgH = 2.

(3) Se rgK =2, allora le due rette non sono palllinoltre, la seconda e la terza riga di H sono
linearmente indipendenti. Se rgH = 2, allora lamaririga di H € una combinazione lineare delle
ultime due. Quindi, i vettori [(fP)] = (X{ = X2, Yo — Y1, o = Z1), V4. = (I, Mg, ) e % = (I, My, 1p)
sono complanari. Per cui le due rette sono complaBasendo non parallele, le due rette sono
incidenti. Viceversa, se le due rette sono incigeatora sono non parallele. Per cui, rgk = 2.
Poiché le due rette sono complanari, anche i veti®P,)] = (X;—Xp, Yo — V1. 2, — Zy),

vy = (I, m, ;) e % = (I, mp, np) sono complanari. Per cui rgH = 2.

(4) Se rgH = 3, allora per (1), (2) e (3) le dudgereron sono complanari, ovvero sono sghembe.
Viceversa, se le rette sono sghembe, ovvero norplemrari, allora per (1), (2) e (3) si ha che

rgH # 1 e rgH# 2. Essendo ¥ rgH< 3, si ha che rgH = 3 necessariameniik.



22.34. Teorema. (parametri direttori di una retta dai coefficientetle sue equazioni cartesigne
Se r € una retta avente equazioni cartesiapxer by + gz +d =ax+ by + Gz +d =0, allora i
suoi parametri direttori sono proporzionali allenge

by | & ¢ a by
(det{b2 CJ, de{az Cj,de{az bj)

yq b 01}

ovvero sono proporzionali ai minori di ordine dwedla matrice A :{ b
a Dby Cp

Dimostrazione. La retta r &€ data dall'intersezione del piamo ax + byy + ¢z + dh = 0 e del piano
T, : &X + by + 6z + d, = 0. Il vettoreu; = ai + byj + ¢k & ortogonale al pianm; e, quindi, anche
alla retta r in esso contenuta. Il vettoge= &i + byj + ¢k € ortogonale al pianm, e, quindi, anche

alla retta e in esso contenuta. Si vede subitdlgh@dotto vettorialeu;[u, € un vettore non nullo
(essendo entrambi non nulli e non paralleli frao)guarallelo alla retta r. Quindi, per ogm0, le

componenti del vettore(u,(0uy), ovvero la terna

a(det{bl Ol]—de{al Cl]de{al bl})
b, ¢ a Cp a by

e una terna di parametri direttori della rettalll

22.35. Lemma. Due rette
rrax+bhy+cgz+d=ax+hy+cz+d=0
S:axt+thy+tmz+h=ax+hy+ez+d=0

a b g

a by, c
sono parallele se e solo s ré 2 2| =9,
a3 by c3

ay b4 Cyq

Dimostrazione. Sia A la matrice che ha come righe le componegitivattoriu; = ai + byj + ¢k,

Uz =&l + by + ok, us=ai + b + ik euy = ai + by + uk. Poiché i vettoru; e uy, cosi come i
vettori uz e ug, sono linearmente indipendenti (non essendo gdjall rango di A € maggiore di
uno e, quindi, Z rgA < 3. Siart un piano parallelo ai vettou; e u; e siats un piano parallelo ai
vettoriuz e uy. Il pianoTt € la retta r, cosi come il piamg € la retta s, sono ortogonali tra loro. Le
rette r e s sono parallele tra loro se e solomani 1t e T sono paralleli ovvero se e solo i vettori

Uz, Uy, U3z €Uy Sono complanari. Cio accade se e solo ser@AQuindi, rgA=2. &



22.36. Teorema. (mutua posizione di due rette nello spazio conre émuazioni cartesiane
Consideriamo due rette rixat by +gz+d=ax+by+cz+d=0e
S:aXx+thy+gz+h=ax+hy+auz+d=0.

a b ¢ a b ¢ &
a by, c a b, ¢, d
Ponendo A2 2 2| e c=|"2 "2 "2 "2| gihache le due rette sono
ag bz c3 ag bz c3 d
ay b4 Cyq ay b4 Cyq d4
1) coincidenti - rgC =2
2) parallele in senso stretto - rgA=2#3 =rgC
3) incidenti in un punto - rgA =3 =rgC
4) sghembe o rgC=4

Dimostrazione. Poiché X rgA< 3 e rgA<rgC< (1 +rgA) i casi possibili sono:
1)rgA=2=rgC = il sistema ha infinite soluzioni

= le due rette hanno infiniti punti in comune le due rette sono la stessa retta.
2)rgA =223 =rgC <~ le rette sono parallele e il sistema non hazoti -

= le rette sono parallele e non hanno punti inwoen <

= le rette sono parallele in senso stretto.
3)rgA =3 =rgC = il sistema e equivalente ad un sistema di Cramer

= Il sistema ha una sola soluzione le due rette hanno un solo punto in comune.
4)rgA=3£2£4=rgC < le rettenon sono parallele e il sistema non ha soluzioai

= le rette non sono parallele e non hanno purdoinune -

= le rette sono sghembdh

22.37. Corollario. Due rette
rrax+bhy+gz+d=ax+hy+cz+d=0
S:axt+thy+tmz+h=ax+hy+uz+d=0

a b g ¢

: b
sono complanari se e solo se c?@t 2 =0.
ag by c3 d
ay b4 Cyq d4

Dimostrazione. Per il Teorema 22.36 le due rette sono sghemhe |#0 se rgA = 4, ovvero la
matrice A ha rango massimo. Cio accade se e saletde 0. Quindi, le due rette sono complanari

(ovvero non sono sghembe) se e solo detA H0.



22.38 Teorema. (perpendicolarita retta-pianp Siatt un piano di equazione ax +by+cz+d=0¢€
sia r una retta di parametri direttori (I, m, na tetta e il pianat sono perpendicolari tra loro se e
solo se esiste un numero realé O tale che (a, b, c)e&(l, m, n)

Dimostrazione. Sianou :=a + b + &k e v:=Ili + mj + nk. Tenendo conto chelJmev //r si ha
rdm < ullv = (a,b,c)//(I,mn)= [WOR-{O}:(a,b,c)=a(, mn). W

22.39 Corollario. (piano per un punto perpendicolare ad una retta
Siamtil piano passante per il puntg(®, Yo, Zo) € perpendicolare ad una retta di parametri dirett
(I, m, n). Il pianort ha equazione cartesiana

I(X —X%) + m(y —y) +n(z-2)=0

22.40. Corollario. (retta per un punto perpendicolare ad un piano

Sia r la retta passante per il punt®xg, Yo, Zo) € perpendicolare al piano ax + by + cz + d = 0.

X =at+Xg
La retta r ha equazioni parametrichgy = bt + yj
z=ct+zg
22.41. Ricordiamo che
22.41.1 usv = |u|||V||cos(,v).
22411 uev=0 « ulyv;
22.41.1 usu=ulf; = |ull=Vueu;
22411 uz0 evz0 = cos@,Vv) = usVv)/(ulllv|)
22411 |VM|L := lunghezza proiezione dilungo direzione du 20 = |V|L = uev|/|Y]];

Inoltre, seu = ud + uj + wk , v=wi +vj + vk con (,j, k) baseortonormale allora

2241.1 UeV = Uy + UVy + WV, ;

22.41.1 |ul| =vueu =,/u§+u§+u§;

UyVy +UyVy +U,V,

2,022 [2iu2 .2
\/ux+uy+uz\/vx+vy+vz

22.41.1 cos(, v) =



ANGOLO FRA DUE PIANI

22.42. Definizione. (angolo tra due piani

Sem e T, sono due piammon paralleli tra loro, allora siala retta in cui si intersecano e siain
piano perpendicolare alla retteSianor = inTy e s =TIn T, e Si consideri I'angolor(s) tra le rette

e s sul pianort (secondo la definizione 21.32). Sia ataun altro qualsiasi piano perpendicolare
alla rettat. Sianor’ =1t NnTy €S’ =TT NTL € Si consideri 'angolor(; ') tra le rette” e s’ sul piano
1. Si puo dimostrare che;,(s) = (", s’) ovvero che tale angolo non dipende dalla sceadtgpno
perpendicolare alla rette Per tale motivo si definisce angolo fra i duenpi e 1% I'angolo (, 9)
tra le due rette e s sul pianort Se indichiamo conrg, Tp) I'angolo tra i due piani si avra quindi
che (w, ™) = (1, 9).

s

Semy e T sono due piani paralleli tra loro, allora si pdng @) = {angolo nullo, angolo piatto}.

22.43. Teorema. (calcolo del coseno dell'angolo fra due piani
Sem:aX+thy+cz+d=0em:ax+hy+cz+d=0,allora
&ay +byby +61Cp

2 2 2

cos(m, Tp) =+ cos(iy, Up) =%
2 2 2
& +bi +ciyaz+bs+c5

Dimostrazione. Se u; =ai + by + gk e uy=ai + by + ok sono due vettori perpendicolari ai
due pianimy e T, rispettivamente, allora si vede subito che I'angeoh i vettoriu; e u, € uguale ad
uno degli angoli formati dey e T,. Quindi, il coseno dell’angolo tra i due vettonuguale al coseno
di uno dei due angoli formati day e Tp. Siccome l'altro angolo formato dm e ™ € |l
supplementare del precedente il suo coseno difterial coseno di quello precedente solo per il

segno. Quindi, cosq, Tp) =+ cos(y, uy). W

22.44. Corollario (perpendicolarita fra due piahiDue piani T:ax+by+caz+d=0 e
b aX + by + oz + b = 0 sono perpendicolari fra loro se e solo se bbb, + e, = 0.

Dimostrazione. g™ < coOSfy, ™) =0 <« aat+bhb,+cc=0. A



ANGOLO FRA DUE RETTE NELLO SPAZIO

22.45. Definizione. (angolo tra due rette nello spazio

Siano r e s due rette dello spazio. Se esisteamopiche le contiene, allora I'angolo tra le due rette
r e s e proprio I'angolo (r, s) nel piamgsecondo la Definizione 21.32). Se invece le diiiersono
sghembe, allora consideriamo un piam@arallelo ad entrambe. Poi sianper s; le proiezioni
ortogonali rispettivamente di r e s BauDiremoangolo fra le due rette r e s sghenitamgolo fra le

due rette ¥ e $ nel pianort (secondo la Definizione 21.32).

/

22.46. Teorema. (calcolo del coseno dell’angolo fra due rette nep@aziq
Se r e s sono due rette di parametri diretteringl, ny) e (b, m, np) si ha che

|1|2 + mimo + nino

cos(r, s) =t cosf/, Vo) =%
(r,s) V1, v2) \/I12+m12+n12\/lg+m%+n%
Dimostrazione. Se v, = lhi + myj + mk e vs= i + mp + ik sono due vettori paralleli a due rette
r e s, allora si vede subito che I'angolo tra taetv, e vs € uguale ad uno dei due angoli formati da
r e s. Quindi, il coseno dell’angolo tra i due wgete uguale al coseno di uno dei due angoli format
da r e s. Siccome l'altro angolo formato da r eisstipplementare del precedente il suo coseno

differisce dal coseno di quello precedente solalmagno. Quindi, cos(r, s)E=cosf, v2). W

22.47. Coroallario. (perpendicolarita fra due rette nello spagio
Siano r e s due rette di parametri direttori rispamente (1, m;, ) e (b, My, np). Le due rette sono
perpendicolari fra loro se e solo s, + nym, + mn; = 0.

Dimostrazione. rds < cos(r,S)=0«< hlo+mmy+mn=0. W



ANGOLO FRA UNA RETTA ED UN PIANO

22.48. Definizione. (angolo fra una retta e un piajdData una retta r e un piamoesiste sempre
almeno un pianar contenente r e perpendicolaretaConsideriamo ora la rettg := In 1T.

Se r non e perpendicolarataallorat € unico ela retta  si diceproiezione ortogonaldi r sutt

Tt Tt

Se r € perpendicolarera allora ogni piano contenente r € perpendicolareeala retta ¥ € una

delle rette dirtpassanti per il puntogkl’intersezione di r cormn

T

Diremoangolo fra la retta r e il pianaz e lo indicheremo con il simbolo @), I'angolominore o

uguale all’angolo retto formato dalle due rette rerrel pianort (secondo la Definizione 21.32).

22.49. Teorema. (calcolo del seno dell’angolo fra una retta e unmma
Siattun piano di equazione ax + by + cz + d = 0 e siaa retta di parametri direttori (I, m, n).
lal+bm+cnl

Va2 +b2 + V12 + m2 +n?

Dimostrazione. Sev :=1li + m + nk € un vettore parallelo alla retta re:=a +h +dk e un

sin(r, ) = |cos(, V)| =

vettore perpendicolare al piampallora si vede subito che sin),= |cos(, V)|.
r
/

(rm)=(@ur)-(uv

(r, t) = angolo retto - (u, v) /

sin(r, T ) = cos(u,v) v
u b (u,v)
w rnm=uv-ury
(r, ) = (u,v) - angolo retto
sin(r, 1) = - cos(u,v)




DISTANZE

22.50. Teorema. (distanza fra due punti

Se R(X1, Y1, z1) € B(X2, Y2, 2) sono due punti dello spazio, allora la loro digtae data

d(PL Po) = (Xp —x1)2 + (Y2 - y)° + (22 - 1)

Dimostrazione. Si ha che la distanza tra ® B e uguale alla lunghezza del vettore liberd?P
Da [P1P2] = (X2 - Xl)i + (y2 - y]_)j + (22 - Zl)k e [H_Pz]’[Plpz] = ||[P1P2]||2 si ha che

d(P. ,P) = [I[RP2]|| = i/ [AP] * [AP,] = \/(Xz —x))?+ (Yo —y1)?+ (22-27)° W

22.51. Osservazione. (distanza fra una retta e un pumnto
Dati un punto A e una retta r, siamoil piano passante per A e perpendicolare a r & @into

d’intersezione tra la retta r e il piamoLa distanza tra A e r € uguale alla distanzafnti A e B.

B

T

22.52. Osservazione. (distanza fra due rette parallgle

/

d(A, 1) = d(A, B)

La distanza fra due rette parallele € uguale admnza di un punto di una delle due dall’altra.

B

r/\ d(s, r) = d(A, r) = d(A, B)
\




22.53. Definizione. (distanza fra un punto e un piano
Siano B un punto etun piano. Sia r I'unica retta passante pge Perpendicolare & Il punto H
d’intersezione di r gt si diceproiezione ortogonale del puntq Bul pianoz Si_stabilisce che la

distanza di fdal pianortsia uguale alla distanza del puntod@l punto H, cioé d@m) = d(P, H).

R

r

22.54. Teorema. (calcolo della distanza fra un punto e un piano

La distanza tra un punte®o, Yo, Zo) € un pianatdi equazione ax + by + cz+d =0 é data da
_ |axg +byg +czp+d

 Ja2+p?+ 2

d(Po, )

Dimostrazione. Sia H la proiezione ortogonale del puntosBI pianort e sia A un punto (qualsiasi)

del pianort Siau = d + Iy + &k un vettore perpendicolareraSi vede subito che la distanza tra

eTté uguale alla lunghezza di AB proiezione del vet{é\P] lungo la direzione di. Ovvero

d(Po, 9 = d(R, H) = d(A, B) = [[[AB]|| = [I[ABY[lu = lus [AP] /]l
R

Da Alm si ha lidentita ax + bya + cza + d = 0 e, quindi, l'identita d = — a% by — cza. Inoltre,
ue[APo] = a(x — Xa) + b(Yb — Ya) + C(20 — 22) = @% + byp + €2 + (— @ — bya — z2). Per cui si ha

che [ue [APg] 0 = [axy + by + ¢z + dJ. Tenendo conto chaul| = va?+b%+c? si ha subito che

d(Po, 1) = e[APq]| / [b]| =Daxo + by + ¢z + d/Va® +b* +c* . W



22.55. Definizione. (distanza fra una retta e un piano paraljeli
La distanza fra una retta e un piano paralleli @algalla distanza di un punto (qualsiasi) delttare
dal piano. Quindi, basta prendere un punto (a peakella retta e calcolarne la distanza dal piano.

R
I
H

22.56. Definizione. (distanza fra due piani parallgli

r

La distanza fra due piani paralleli € uguale ai&dashza di un punto di uno di essi dall’altro.

22.57. Coroallario. (calcolo della distanza fra due piani parallgli
Se 1m e ™ sono due piani paralleli di equazioni rispettvame ax+by+cz+d=0 e
oax +aby +acz + d’ =0 (dove ovviamente # 0), allora la distanza trae 1w € data da

jd - (d'/a)|

2 2

d(m, ) =
aZ+b%+c

Dimostrazione. Si vede subito chia distanza trat e T € uguale alla distanza trae un (qualsiasi)

punto R(Xo, Yo, 20) del pianott. Per cui, dft 1) = d(Po, T) = |a% + by + Cz + d|jWa +b? +c2 .
Dall'identitaaaxy + abyy +acz +d' =0 sihache (@ by +cz)=-d/a. B

22.58. Corallario.
Sem:ax+by+cz+d=0 er:ax+by+cz +d =0, alloraladistanza treett € data da

d-df

2

d(rg ) = >
a+b“+c

2



22.59. Osservazione. Siano r e s due rette sghembe. Si scelga (a p)asesedi esse, ad esempio s.
SiattI'unico piano contenente s e parallelo ad r.1®iBunico piano contenente r e perpendicolare
aTt Sia R=TInTT la proiezione ortogonale di r sul piamoLe rette r e;fsono parallele in quanto r
e parallela at Le rette complanariire s non sono parallele. Infatti, se lo fosseroralsi avrebbe
che anche r e s sarebbero parallele e, quindi, leovap. Per cui le rette;re s sono incidenti.
Indichiamo con A il punto d’intersezione delle rettge s. Sia t la retta di passante per £e I e,
quindi, anche ar. SiagBl punto d’intersezione trater.

Ora, comungue si scelgano un punto A di s e ungoBrdi r si ha che d(A, B} d(Ao, By). Infatti,

d(A, B) = /d(A B)2+d(B,B")2 = \[d(A A)2 +d(A", B)2] +d(B,B")2 =

= J[d(A A)2 +d(A", B)?]+d(Ay, By)? 24/d(Ay, By)? = d(Ao, Bo)

Tenendo conto dell’osservazione precedente diarsedaente:

22.60. Definizione. (distanza fra due rette sghembe

Siano r e s due rette sghembe. Siapiano che contiene s ed e parallelo ad r. $la proiezione
ortogonale di r sul piant e sia A il punto d’intersezione diyre s. Sia t la retta perpendicolara a
e passante pergf sia B il punto d’intersezione trat e r. Diremo distatizale due rette sghembe r
e s la distanza tra i puntipMo. Ovvero, d(r, s) := d(4 By).

Diremo anche che la retta t er&tta di minima distanz#&ra le rette r e s.



22.61. Osservazione. (calcolo della distanza fra due rette shgembe

Si_vede subito che la distanza fra le due rette sghembe r e s € e@lla distanza tra la retta r e |l

pianoTt, cioé alla distanza di un (qualsiasi) pungaPr dart

22.62. Definizione. (equazioni della retta di minima distanza fra duteesghembe

Siano r e s due rette sghembe. Bian (qualsiasi) piano parallelo a r e s (in pratwamert si
sceglie il piano contenente una di esse, ad esesngiparallelo all’altra, nel nostro caso r). fid
piano contenente la retta r e perpendicolameSiart il piano contenente la retta s e perpendicolare

aTl Siat la retta che si ottiene come interseziaialde pianiy e Tp.

Si vede subito chela retta t € proprio la retta di minima distanzarte s.

Quindi, le equazioni dei piamy e T sono una coppia di equazioni della retta t di mandistanza.



