11. Rango di una matrice.

Consideriamo una matrice di tipoxmad elementi reali rappresentata nel modo seguente

A a1 a3 a4 & (n1) an |
azj azo az3 az4 a2(n-1) azn
azy azp as3 azq az(n-1) azn

A=

am-1)1 4m-1)2 4m-1)3 m-1)4 4m-1),(n1) Hm-1)n

| 8m1 am2 am3 am4 Am(n-1) mn |

Perognii=1, 2, 3, ..., (m-1), m, col simbolpiAdicheremo la i-esima riga della matrice A.

Perognij=1, 2,3, ..., (n-1), n, col simboI(j)mdicheremo la j-esima colonna della matrice A.

Osservando che ogni riga di A e una n-upla ordidataumeri reali possiamo scrivere
AL Az, As, ... Ans AR
e parleremo dvettoreriga.

Osservando che ogni colonna di A € una m-upla atdidi numeri reali possiamo scrivere
1 2 3 n-1 n m
AAA,. A AOR.

e parleremo dvettore colonna.

, {2 3 o}
11.1. Esempio. A=

1 -7 4

Le duerighe di A sono leterne ordinate A= (2, 3,0) e A= (1, -7, 4).

Le trecolonne di A sono lecoppie ordinate A= (2, 1), A= (3,-7)e A= (O, 4).
Le righe di A sono vettori dello spazio3 Belle terne ordinate di numeri reali.

Le colonne di A sono vettori dello spazio dlle coppie ordinate di numeri reali.

1 1 O
11.2. Esempio.A=|0 5 1|.
3 23 4

Le trerighedi A sono leterneordinate A=(1,1,0),A=(0,5,1) e A= (3, 23, 4).
Le trecolonne di A sono leterne ordinate A= (1,0, 3), A= (1,5,23) e A= 0, 1, 4).

Sia le righe che le colonne di A sono vettori dslb@zio R delle terne ordinate di numeri reali.



Ricordiamo che col simbolo M(m, n, R) indichiamms$ieme (spazio vettoriale) contenente tutte e

sole le matrici di tipo mn ad elementi reali.

11.3. Definizione. Sia ALIM(m, n, R). Siccome le righe di A sono vettori defipazio ﬁpossiamo
considerare il sottospazio €A, As,..., Am1, An> da essi generato. Tale sottospazio viene detto

spazio dellerighe della matrice A e indicato col simba#®,. Quindi,

'-{le = <Al) A2) A3)"'! Am—lu Am>

11.4. Definizione. Sia AOM(m, n, R). Siccome le colonne di A sono vettorill@lespazio R

. . . et 2 3 n-1 n . .
possiamo considerare il sottospazio <A, A, ...,A ,A> da essi generato. Tale sottospazio

viene dettaspazio delle colonne della matrice A e indicato col simbofta. Quindi,

1 2 3 n-1 n
Ch=<A,AA,...,A A>

_ 2 3 0
11.5. Esempio. A = :
1 -7 17

* Lo spazioRa delle righe di A ¢é il sottospazio dislaenerato dalle terne

A1=(2,3,00e A= (1, -7, 17). CioeRra = <(2, 3, 0), (1, -7, 17)>.

* Lo spazioCa delle colonne di A € il sottospazio di &enerato dalle coppie

A'=(2,1),A=(@3, -7) e A= (0, 17). Ciod€a = <(2, 1), (3, -7), (0, 17)>.

 Si noti che gli spazRa e Ca Sono sottospazi di spazi diversi

Quindi, non ha senso chiedersi se essi siano uguali.

» Osservando che nessuna delle due terne (2, 3(10)}¢, 17) € multipla dell’altra (cioé non sono
proporzionali) si ha che esse sono linearmenteamdienti. Poiché sono anche generatotRali
abbiamo provato che B = ((2, 3, 0), (1, -7, 17)nha base dello spazi®, .Quindi, dimRs = 2.

* Si noti che la coppia A~ (0, 17) si puo scrivere come combinazione lieedelle altre due
A= (2, 1), A=(3,-7). Infatti, 3(2, 1)+ (-2)(3, -7) = (€7). Quindi, (0, 17J<(2, 1), (3, -7)> e

<(2,1),(3,-7)>=<(2,1), (3,-7), (0, 17)>Cx
Per cui le due coppie (2,1) e (3,-7) sono sudfiti per generare lo spazio delle colonne.
Osservando che nessuna delle due coppie (2, 1) €)(2 multipla dell’altra (cioé non sono
proporzionali) si ha che quelle due coppie sondarimearmente indipendenti. Abbiamo provato
che B'=((2, 1), (3, -7)) € una base dello sp#&zo Quindi, din€s = 2.



1 1 0
11.6. Esempio.A=|0 5 1].
3 23 4

» Lo spazioRa delle righe di A € il sottospazio dig@enerato dalle terne
A1=(1,1,0),A=(0,51)e A= (3, 23, 4). CioeRra =<(1, 1, 0), (0, 5, 1), (3, 23, 4)>.

* Lo spaziol, delle colonne di A € il sottospazio di &enerato dalle terne

A"=(1,0,3), A= (1,5, 23) e A= (0, 1, 4). CioéCs = <(1, 0, 3), (1, 5, 23), (0, 1, 4)>.

* In questo caso lo spazi®, delle righe e lo spazi@a delle colonne di A sono sottospazi dello

stesso sgaziRS. Quindi,ha senso chiedersi se essi siano uguali.
* Si noti che la terna A= (3, 23, 4) si puo scrivere come combinazionedre delle altre due
A:=(1,1,0)e A= (0,5, 1). Infatti, 3(1, 1, 0) + 4(0, 5, 1)3; 23, 4).
Quindi, (3, 23, 4)<(1, 1, 0), (0, 5, 1)> e
<(1,1,0),(0,5,1)>=<(1,1,0), (0, 5, 1), BB, 4)> =Ra
Per cui le due terne (1, 1, 0), (0, 5, 1) sonoigetfiti per generare lo spazio delle righe.
Inoltre, osservando che nessuna delle due terndtéla dell’altra (cioé non sono proporzionali) si
ha che quelle due terne sono anche linearmentpendenti. Abbiamo provato che B = ((1, 1, 0),

(0, 5, 1)) € una base dello spadiq delle righe di A. Quindi, difRa = 2.

2
* Si noti che la terna A= (1, 5, 23) si puo scrivere come combinazionedre delle altre due

A"=(1,0,3) e A= (0, 1, 4). Infatti, 1(1,0, 3) +5(0, 1, 4YE 5, 23).

Quindi, (1, 5, 23)I<(1, 0, 3), (0, 1, 4)> e
<(1, 0, 3), (0, 1, 4)> = <(1, 0, 3), (1, 5, 23), (0 4)> =€a
Per cui le due terne (1, 0, 3), (0, 1, 4) sonoicefiti per generare lo spazio delle colonne.
Inoltre, osservando che nessuna delle due terndtéla dell’altra (cioé non sono proporzionali) si
ha che quelle due terne sono anche linearmentegendenti. Abbiamo provato che B’ = ((1, 0, 3),
(0, 1, 4)) e una base dello spa@jodelle colonne di A. Quindi, di@x = 2.
* La terna (3, 23, 4), che ovviamente appartiereesgdhziaRa delle righe di A (€ la terza riga di A)
non appartiene allo spazi@ delle colonne di A. Infatti, non & possibile ottem la terna
(3, 23, 4) come combinazione lineare degli elemeeita base B’ dello spazé.
(3,23, 40€x = [,BOR:a(l, 0, 3) +3(0, 1, 4) = (3, 23, 4) =
= [BROR: (@,B,30+4B3)=(3,23,4) - [MPOR:a=3 etf=23 et &8+43 =4 -~
= 9+4+92=4 < 101=4 4ssurdo)



» Laterna (1, 5, 23), che ovviamente appartieresghzioC, delle colonne di A (€ la seconda riga
di A) non appartiene allo spazi@ delle righe di A. Infatti, non & possibile otteada terna

(1, 5, 23) come combinazione lineare degli elemeeita base B dello spazi,.

(1,5, 230 Ra = [O,POR:a(l, 1,0) +B(0, 5, 1) = (1, 5, 23) =

= [M,OR: (,a+5B3,B)=(1,5,23) = [WPOR:a=1etf=23 eta+5=5 =

- 1+105=5« 106=5 #&ssurdo)

* Laterna (19, —16, —7) appartiene sia allo sp&z@he allo spazi@, infatti
(19, -16,-7)=19(1,1,0) + (-7)(0, 5, 1)  ef19, -16,-7) = 19(1, 0, 3) + (-16)(0, 1, 4)

* Ne concludiamo che i sottospa®j e C» hanno intersezione non vuota ma nessuno dei due é

sottospazio dell’altro. In particolare, si ha cls®itospazi®a € Ca sono diversi.

11.7. Osservazione. Nei due precedenti esempi abbiamo visto che:
11.7.1. Ra eCa non sono, in generale, sottospazi dediesso spazio;

11.7.1. anche quand®a e Ca sono sottospazi dello stesso spazio, in genaidh@Ra # Ca .

11.8. Osservazione. In ognuno dei due precedenti esempi abbiamo elstadini®s = dimCa.

Quanto osservato in 11.8 e vero in generale, gipacsprovare il seguente:

11.9. Teorema. Lo spazioRa delle righe e lo spazi@ delle colonne di una matrice A hanno la

stessa dimensione.

Tenendo conto del Teorema 11.9 € ben posta la segue

11.10. Definizione. Diremo rango di una matrice A, e lo indicheremo col simbolo rg(A), la
dimensionalel suo spazio delle righe oppure la dimensiohsuw® spazio delle colonne.

11.11. Osservazione. Se AIM(m, n, R) allora & rg(A) < min{m, n}. Inoltre, rg(A) =0 se e solo
se A e la matrice nulla (tutti i suoi elementi saguali a zero).

Infatti,

rg(A) =0 = dimRA=0 < Ra={0} (spazio nullo) = tutti i generatoriR, sono uguali al

vettore nullo = tutte le righe di A sono nulle- A é la matrice nulla



11.12. Definizione. Diremo che AIM(m, n, R) e unanatrice a scalini se verifica le proprieta:
(SCAL1) Se unariga di A e la rigaulla (cioe i suoi elementi sono tutti zeri) allora sati essa Ci
possono essere solo righe nulle.

(SCAL2) Se A= (a1, a2, as, a4, ..., &n-2), &n-1) an, ) € Una riganon nulla e j € il minimo indice di

colonna per cui g 0 (cioe h < j= g; = 0) allora @:1)x = 0 per ogni k j.

2 3 0
11.13. Esempio. La matrice A :{ } non € a scalini. Infatti, poiché la prima riga non é

-1 -7 4
nulla e a; =2# 0 si ha che j=1 & il minimo indice di colonna pei a;# 0. Per soddisfare la

proprieta (SCAL2) dovrebbe essepg a 0 per ogni kj =1 cioé a; =0. Maa; =-1#£0.

2 30
11.14. Esempio. La matrice A = e a scalini. Perché?
000
: : [0 0 1 . . .
11.15. Esempio. La matrice A = 00 1 non e a scalini. Perché?
. : [0 1 1] - )
11.16. Esempio. La matrice A = 000 e a scalini. Perché?
. . 0 0 0] . )
11.17. Esempio. La matrice A = e a scalini. Perché?
0 00
4 5 1
11.18. Esempio. La matrice A={0 -3 1 | & a scalini. Perché?
0 0 -2
4 5 1
11.19. Esempio. Lamatrice A= 0 O 1 | non ¢ a scalini. Perché?
0 0 -2
4 5 1
11.20. Esempio. Lamatrice A={ 0 0O 1| & a scalini. Perché?
0 00




11.21. Osservazione. Sia A una matrica scalino.

Se A e una riga non nulla di A, allora con il simbojandicheremo l'indice di colonna del primo
elemento non nullo di tale riga, cioé si ha ch]gvaO e cheg =0 perogni g jx.

Valgono le seguenti proprieta:

11.21.1. Se la i-esima riga #con i= 2 & non nulla, allora sono non nulle anche tett@-1) righe al
di sopra di essa, cioe /A0 se K h< (i-1).

11.21.2. Se A e A+1 sono due righe non nulle di A, allora si ha cfjey)= ji + 1.

11.21.3. Se A e As sono due righe non nulle di A, allora si ha cfjgg)i= jj + s.

11.21.4. Se A, e unariga non nulla di A, allora si ha chgz jh.

In altre parole, se p\e una riga non nulla di A ep;aé il suo primo elemento non nullo, allora
I'indice di colonna j € maggiore o uguale all'indidi riga h.

11.21.5. Se A € una riga non nulla di A allora per ogre Itk+1) e per ogni £ j Si ha che 3= 0.
11.21.6. Se A e una riga non nulla di A allora per ogre ltk+1) si ha che R 0.

In altre parole, se Aé una riga non nulla di A eyjaé il suo primo elemento non nullo, allora &
nullo ogni elemento della matrice che si trésatto” all’elemento -

Dimostrazione.

11.21.1. Immediata conseguenza di (SCAL1).

11.21.2. Immediata conseguenza di (SCAL2).

11.21.3. Se s =1 la tesi € vera per la 11.21.2. Supponmda tesi sia vera per (s — 1), cioé che
sia jj+s-1)2 Jj + (s — 1). Proviamo la tesi per s. Applicando1e21.2. abbiamo che

J(+s) 2 I(i+s-) T 1. Quindi, fisg) 2 j(i+s.1) + 12 i + (S — 1) +1 i)+ s.

11.21.4. Se h =1 allora per ogni indice j di colonna scha j= 1. Quindi, j = 1.

Se h= 2, allora tutte le (h—1) righe al di sopra di Aneonon nulle. Applicando la 11.21.3. alla
prima riga A e alla riga 4 abbiamo che s = (h-1) 3 j; +s= 1 + (h-1) = h.

11.21.5. Per 11.21.3 abbiamo chey j + (h — k)= ji + 1. Quindi, & | > jy.

Se esistessercsjj, e h= (k+1) tale che CEY allora il primo elemento non nullo della h-eaim
riga avrebbe indice di colonng g j, da cui j, < j. Essendo cio assurdo, si ha la tesi.

11.21.6. Caso particolare di 11.21.5 con j~= j®



02 3 0-1525 5 7
00-1540 0 -2 1
00 0O 7 0-3 4 6
11.22.Esempio. |0 0 0 0 0 O O 8 O
00 0O0O0OUO0O 0 11
00 0O0O0OU O 0 O
00 00 0O O O O]

ajp=2%0 é il primo elemento non nullo della prima rigas 2.

Si osservi che tutti gli elementi al di sotto di;a sono nulli.
a3=-1#0 el primo elemento non nullo della seconda,r@g< 3.
Si osservi che tutti gli elementi al di sotto dixa sono nulli.

ags = 7% 0 e il primo elemento non nullo della terza riga; 5.

Si osservi che tutti gli elementi al di sotto disg sono nulli.

ayg=5% 0 e il primo elemento non nullo della quarta riga 8.

Si osservi che tutti gli elementi al di sotto disg sono nulli.
agg=11#0 é il primo elemento non nullo della quinta riga< 9.

Si osservi che tutti gli elementi al di sotto digg sono nulli.

Si osservi che per ognuno dei cinque primi elementi non nul a&3 ,835 , &g € &g Visti sopra si

ha che l'indice di colonna & sempre maggiore o legdell'indice di riga.



11.23. Teorema. Il rango di una matrice a scalini € uguale al atordelle sue righe non nulle.

Dimostrazione. (omessa)

11.24. Esempio. Si consideri la seguente matrice

023 0-155 5 7
00-15 400 -2 1
0000 7 0-3 4 6
A=l00 0 0 0 0 0O 8 O
00O0O0OT OO0 0 11
00 0O0OGO0U O 0 O
00 0 0O0O0O0 0 O]

di tipo 7x9 a scalini avente le ultime due righe nulle.
VERIFICHIAMO che rg(A) =5 = numero delle righe non nulle di @vvero proviamo che le
prime cinque righe di A sono linearmente indiperiden
Per far cio consideriamo una combinazione lineatke ¢rime cinque righe con coefficientj , o,
, 03,04 €05 € la poniamo uguale alla9-uplaS £ &, 3, % S5 S S7: B S)-
01A1 + 00A5 + 03A3 + 04A, + 05A5 =S
Infine proviamo che S ={ss, &3, 8, S5 % S S8 ) =(0,0,0,0,0,0,0,0,0), overo che |l

risultato della combinazione lineare é il vettoudlm se eSOLO SE a1 =0, =03=04 =05 = 0.



Tenendo conto di questa figura,

0,0 2 3 0 -15 5 5
4,0 0 -1 5 4 0 0 -2
az/0 0 0 0 7 0 -3 4
s /0 0 0 0 0 0 0 8
as/0 0 0 0 0 0 0 O
00 0O0O0OTO 0 O
00 0000 0 O
L Y Y N A N |
1% 3§ % $ 5 5 ¢

é facile rendersi conto che

s = 0 = 0 (identita)

$=201=0 = 01=0

g=30+(-1p2=0 = (-1p2=0 = @50

$4=50,=0 = 0=0 (identita)

S=(-1pg+4a,+703=0 = 703=0 = 03=0

S =501=0 = 0=0 (identita)

s;=50q + (-3p3=0 = 0 =0 (identita)

o = 501 +(-2)0p + dag + 8oy = 0= 80, =0 = [REI0

Sg= 7 + 0, + 60z + Oy + 1105 = 0= 1105=0 = 0= 0.
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11.25. Teorema. Sia A una matrice non nulté tipo mxn.
Lerighe Ay, Ay, Az, A4, ..., Am-1)€ Am , SONO un insieme di generatori dello spaio
Tramite un numerdinito di opportune operazioni elementari applicate alle righe di Aegpre

possibile trovare m nuovi generator BB, , B3, By , ..., Bm-1) € By, di Ra tali che la matrice B

avente proprio tali generatori come righe € unaiogeatli tipo mxn a scalino.

OvviamenteRa = Rg €, quindi, rg(A) = rg(B) = numero di righe nonllewi B.

Dimostrazione. (omessa)

11.26. Esempio. Calcolare il rango della matrice

000 O O O O O O
00-1 5 4 0 0 -2 1
00 2 -10 -1 0 -3 8 4
AZfl000 0O 0 O 0 0O 0 O
000 O O 3 1 9 1.
000 O O 3 0 8 O
00 0 0O 0 -6 -1 -17 -11

(OE1) Scambiamo tra loro la prima e la terza rigdteniamo

00-1 5 4 0 0 -2 1
000 O O O O O O
00 2 -10 -1 0 -3 8 4
B0 0 0 0 O O O 0 O
000 O O 3 1 9 11
000 O O 3 0 8 O
00 0 O 0 -6 -1 -17 -11

(OE3) Poiché f3 = 2# 0 sostituiamo la terza riga con B 2B, e otteniamo



00-1540 0 -2 1
000000 O 0 O
00007 0 -3 4 6

cCs{00 000 0 0 0 O
000003 1 9 11
00000 3 0 8 O
00 0 00 -6 -1 -17 -11

(OE1) Scambiamo la terza riga con la seconda riteaiamo

00-1540 0 -2 1
00007 0 -3 4 6
00 00O0O O O O

D50 0 0 00 0 0 0 O
00000 3 1 9 11
000003 0 8 0
00 0 00 -6 -1 -17 -11]

(OE3) Scambiamo la sesta riga con la terza rigge@iamo

00 -154 0 0 -2 1
OO0 0 07 O -3 4 6
OO0 0 00 3 0O 8 0
E={O O O 00O O O O 0
00 0 00 3 1 9 11
OO0 0 00 O O O 0

00 0 00 -6 -1 -17 -11
* Siccome gg = 3% 0 sostituiamo la quinta riga com E (-1)E&

« Siccome gg = —6# 0 sostituiamo la settima riga con £ 2E; e otteniamo

00-15400 -2 1]
000070 -3 4 6
0000030 8 0
FZ0 0 0 000 0 0 O
000000 1 1 11
0000000 O O
00 0 000 -1 -1 -11

11



(OE1) Scambiamo la quinta riga con la quarta rigt@niamo

0

®

11
o O O O O O
o O O O O

00

-1

o O O o o

5
0

o O O o

4

o O o o N

0

o O O w o

0
-3

o O +» O

-1

-2

o O Fr 00 M~

-1

0
0

-11

12

« Siccome g7 = —1# 0 sostituisco la settima riga cor & (—1)G, e otteniamo

o O O O O O

0 0

O O O o o

0

O O O oo o o

La matrice H e a scalini e il suo rango € 4.

O O O o o N

0

o O O O w o

0
-3

o O o+~ O

-2 1]

4

o O O+, ®

6
0
11

Si noti che le 8 matrici A, B, C, D, E, F, G e Hhemdue a due diverse tra loro.

Pero, siccome abbiamo usato solo operazioni elemgydr righe, si ha che
rg(A) = rg(B) = rg(C) = rg(D) = rg(E) = rg(F) = rg) = rg(H) = 4



11.27. Esempio. Calcolare il rango della matrice A =

Scambiamo la terza riga con la prima riga e ottaniaB 3

(2 -1 0

3 0 1

1 1 1

-2 1 0
11 1]
3 0 1
2 -1 0
-2 1 0

* by; = 3% 0 sostituisco la seconda riga cop8(-3)B; = (0, -3, -2)

* b3 = 2# 0 sostituisco la terza riga con B (—2)B; = (0, -3, —2)

* by1 = —2% 0 sostituisco la quarta riga con B 2B; = (0, 3, 2)

Otteniamo C 1

1 1
0 -3
0 -3
0 3

17
-2
-2

2

* C3» = —3% 0 sostituisco la terza riga con € (-1)G, = (0, 0, 0)

* C4o = 3% 0 sostituisco la quarta riga conp €C, = (0, 0, 0)
1
-2

Otteniamo D 3

11
0 -3
0 0
0 0

0
0

. La matrice D e a scalini e il suo rango e 2.

Le 4 matrici A, B, C e D sonadue a due diverse tra loro.

Pero, siccome abbiamo usato solo operazioni elemgydr righe, si ha che
rg(A) =rg(B) =rg (C) =rg(D) = 2.

13



2 3 0 1
11.28. Esempio. Calcolare il rango della matrice A=l 2 -1 O
-2 0 0 -1
1 2 -1 0
Scambiamo la seconda riga con la primarigaeiattem B5 2 3 0 1
-2 0 0 -1

* by1 = 2# 0 sostituisco la seconda riga con-B(-2)B; = (0, -1, 2, 1)
* by; = —2% 0 sostituisco la terza riga con B 2B; = (0, 4, -2, —-1)

1 2 -1 O
Otteniamo C+#0 -1 2 1
0O 4 -2 -1

* C3p = 4% 0 sostituisco la terza riga con € 4G, = (0, O, 6, 3)

1 2 -10
Otteniamo D0 -1 2 1/|.Lamatrice D ¢ a scalini e il suo rango € 2.
O 0 6 3

Le 4 matrici A, B, C e D sonadue a due diverse tra loro.

Pero, siccome abbiamo usato solo operazioni elemigydr righe, si ha che
rg(A) =rg(B) =rg (C) =rg(D) = 2.

14
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12. Rango di una matrice: il caso delle matrici quadrate

Nel seguito A sara una matrice ad elementi realpdi nxn rappresentata nel modo seguente:

12.1. Definizione. Dire

12.2. Definizione. Dire

a11 a2 43 - - - - Yna) n
as azp a3 - - - . A azn
azy azp a3 - - - - a3ni) azn

dn-1)1 9n-1)2 Yn-1)3 (n-1),(n1) Qn-1)n

an1 an2 anz - - - - @) 8nn

mo che A é unaatrice (quadrata) di ordine n.

modiagonale principale di A, la n-upla ordinata

(211, &2, &3, 34, &5, -+ s @n-2),(n-2)> &n-1),(n-1)1+ &hn)

12.3. Osservazione. Per ogni indice i di riga e ogni indice j di cofansi ha che:

* se i =jallora I'elemento jadi A si trova sulla” diagonale principale;

* se i > ] allora I'elemento jadi A si trova ‘al di sotto” della diagonale principale;

* sei<jallora I'elemento jadi A si trova ‘al di sopra” della diagonale principale.

a1y
az
ass
ay4

ass |

az1

ag1 a3z

41 Q42 a3
51 852 a3 Aasy

Qo 43 Hg H5
dp3 dpg Apg
34 435

ass
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12.4. Definizione. Diremo che una matrice quadrata A e:

» triangolare superiore se sono nulli tutti gli elementi al di sotto dedleegonale principale, cioé

i>] = 3 =0;

o O o o
o O O

0
00

* triangolare inferiore se sono nulli tutti gli elementi al di sopra daliagonale principale, cioe

000 O

000
i<j = g =0; 00
0

» diagonale se sono nulli tutti gli elementi cmon si trovano sulla diagonale principale, cioe

00
0

0

o O

0
iz] = g =0; 00
0

o O o o
o O O
o O

12.5. Osservazione. Una matrice quadrata A é diagonale se e soloss® téangolare superiore che

triangolare inferiore.

Tenendo conto di (SCALL1) e dell’'osservazione 1431 ha subito la seguente

12.6. Osservazione. Tutte le matrici quadrate a scalino sono matriangolari superiori.

12.7. Esempio. Si vede che le seguenti quattro matrici a scalino

01 -12020

9 2 0 6
-1 5 3 0 0 47

1 2 0 -3 11
0 2 4 00 O O 3

0 3 0O 0 47
0O 07 00 O 0O

0O 0 0O
00 O 0O

sono anche matrici triangolari superiori.
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12.8. Osservazione. NON tutte le matrici triangolari superiori sono maitacscalino.

12.9. Esempio. Si vede che delle seguenti quattro matrici tridagsuperiori

01 -1 2 O

0 2 06
-1 53 5 2 4 7

0 2 0 -3 11
0O 0 4 00 0 -3 3

0 3 0O 0 47
0O 0 7 00 0 2 1

0O 0 0O
00 O O O

nessuna una matrice a scalino.

Ricordiamo che nell’Osservazione 11.21 abbiamoilgtaldi indicare col simbolo,j I'indice di
colonna del primo elemento non nullo della x-esiiga di una matrice a scalino A non nulla.

12.10. Definizione. Sia A una matrice quadrata di ordine n a scalftabiliamo che:

* §,:={sINO1<s<n}

* Jp = {ixJS, Ox é l'indice di colonna del primo elemento nonlaulella x-esima riga di A}
Owviamente[d 0 J O S, essendo )= se e solo se A é la matrice nulla.

12.11. Esempio. Consideriamo le seguenti matrici QUADRATE a saalin

01 -1220
9 2 0 6
-1 53 00 O 417
00 0011
A= B=|0 2 4 C= D=0 0 0 O 3
00 0 007
0 0 7 00 O OO
0 00O
00 O OO

Si vede subito che I'unica matrice avente TUTTEdbe NON nulle é la matrice B.

Osserviamo che il primo elemento non nullo della riga, B by; = -1, il primo elemento non nullo

dellariga B € b, = 2, il primo elemento non nullo della riga 8y = 7.

Sihached=0,J3%={1,2,3}, ;- ={1,3,4} e = {2,4,5}.

Tenendo conto delle Osservazioni 11.21.3 e 11414 subito la seguente:

12.12. Osservazione. Se A € una matrice quadrata di ordine n a scadithora si ha che
12.12.1. LI [t= numero di elementi dixJ= numero di righe non nulle di A

12.12.2. le righe di A sono tutte non nulle se e sol@3g1=n, ovvero se e solo sg 3 S, .
12.12.3. Le righe di A sono tutte non nulle se e solo geggai 1S, si ha ched=s.

In altre parole, le righe di una matrice quadrasaalino A sono tutte non nulle se e solo se ihpri

elemento non nullo di ogni riga; & I'elemento @
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12.13. Esempio. Consideriamo le seguenti matrici a scalino

01 -1220
9 2 0 6
-1 5 3 0O 0 4 7
0O 0011
A= B=10 2 4 C= D=0 0 0 O 3
0O 000 7
0O 0 7 00 0O 0O
0 00O
00 0 0O

Si ha che la matrice A di ordine 2 08, 0= 0 righe non nulle.
Si ha che la matrice B di ordine 3 hdg[l = 3 righe non nulle.
Si ha che la matrice C di ordine 4 A& = 3 righe non nulle.
Si ha che la matrice D di ordine 5 03,1 = 3 righe non nulle.

Inoltre, si noti che le righe di B sono tutte nallee =1, p=2eg=3.

Tenendo conto dell’Osservazione 11.11 & ben pastaduente:

12.14. Definizione. Diremo che A e unanatrice quadrata di rango massimo se A € una matrice

guadrata avente rango uguale al suo ordine.
Conseguenza immediata del Teorema 11.23 e delf@sdene 12.12.3 € la seguente

12.15. Osservazione. Una matrice quadrata a scalino ha rango massin® s#0 se tutte le sue

righe sono non nulle.

12.16. Teorema. Una matrice quadrata a scalino ha rango massiness#o se tutti gli elementi
che si trovano sulla sua diagonale principale swronulli.
Dimostrazione. Se A € una matrice quadrata a scalino di rangaimas allora (per I'Osservazione

12.15) per ogni [SS, si ha che J=s, ovvero per ognil$S, si ha che I'elementoga= a; #0

(essendo il primo elemento non nullo della s-esiiga di A). Viceversa, sia A una matrice a
scalino avente tutti gli elementi della diagonatengpale non nulli. Per I'Osservazione 12.6 la

matrice A é triangolare superiore. Quindi, per ogids,, I'elemento g5 € il primo elemento non

nullo della s-esima riga, cioé per oghiS, si ha ched=s. Per cui A ha rango massim@

12.17. Corollario. Una matrice quadrata a scalino ha rango massin® s#o se € non nullo il

prodotto di tutti gli elementi che si trovano sudlaa diagonale principale.
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12.18. Teorema. Sia Vk uno spazio vettoriale reale di dimensione n.

Sia B = (g, uz, ug, ..., Un.1, Uy) Una base di ¥.

Sia D = {1, V2, V3, ..., Vn.1, Vi) UNa n-upla ordinata di vettori dirV

Per ogni §1S,, sia as la n-upla di coordinate del vettorerispetto alla base B.

Cioe, seQg : Vr - R & la coordinatizzazione dipvispetto a B, allora per ogniiS, €as= Qp(Vs).
Sia A la matrice avente come righe le n-umleay, ag, ay, ..., a1, an .

L’insieme D € una base dir\se e solo se la matrice A ha rango massimo.

Dimostrazione. Per il I'Osservazione 10.15.2 l'insieme D é unaebdi \k se e solo se gli n vettori
V1, V2, V3, ..., Vn.1, Va SONO linearmente indipendenti. Per i Teoremi 30210.24 gli n vettori
V1, V2, V3, ..., Vn-1, Vo SONO linearmente indipendenti se s solo se laipl@ay, ay, ag, as, ..., an-1, an
sono linearmente indipendenti, ovvero se e sole serighe di A sono linearmente indipendenti.

Quest'ultimo fatto accade se e solo se il rangh diuguale a n, cioe € massim@
Tenendo conto dei Teoremi 11.25, 12.16, 12.18 €dsdllario 12.17 si ha subito il seguente:

12.19. Corollario. Sia ik uno spazio vettoriale reale di dimensione n.

Sia B = (g, Uy, Uz, ..., Un.1, Up) Una base di ¥.

Sia D = {1, V2, V3, ..., Vn.1, V) UNa n-upla ordinata di vettori dirV

Per ogni §1S,, sia as la n-upla di coordinate del vettorerispetto alla base B.

Sia A la matrice avente come righe le n-upleay, as, as, ..., an-1, an -

Sia A’ una matrice a scalino ottenuta da A usarado I& operazioni elementari per righe.
L’insieme D e una base diR\se e solo se tutti gli elementi che si trovandastilagonale principale
della matrice A’ sono non nulli, ovvero se e satoesnon nullo il prodotto di tutti gli elementi che

si trovano sulla diagonale principale della matAce

12.20. Esempio. Si considerino i seguenti polinomi di[R]:

P1(X) = =X + x4 + 4x2+ X p(X) =2 —11¥ - 2x + 4 B(X) = =3% + 7x4 + 5x + 12
PaX) = MO + 28 —12x -8  pg(X) = -5 + 754 + 23x + 3x

Sia U <p(x), po(x), pa(X), pa(X), ps(x)> lo spazio da essi generato.

» Trovare dim(U).

* Posto r := dim(U), trovare una base B (X, ..., q(x)) di U.

* Trovare altri (6 —r) polinomig(x), ..., g(x) tali che ((q(x), ..., gg(X)) sia una base didgx].
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La coordinatizzazione didR] rispetto alla base canonica C = (x¢#, x3, x2, x, 1) & la funzione
Qg : Re[x] - R’ cosi definita: Qg@®+bxt+ o+ d@+ex+1f):=(a, b, cde,f)

Si ha che
Qg(p1(x)) = Q=X+ x4+ 4+ x)=(-1,1,0,4,1, 0) &

QB(pz(X)) = QB(ZX5 — 112 —2x + 4)=(2,0,0,-11, -2, 4)a=
Qg (pa(x)) = QB(—3>65 + 7% +5x+12)=(-3,7,0,0,5, 12)as
Qg(Pa(x)) = QB(4X5 +2X% -12x-8)=(4,0,0, 2, -12, -8px

Qg(ps(x)) = QB(—S)(5 +7x4+23% + 3x) = (-5, 7,0, 23, 3, 0) &

-11 0 4 1 0
2 00 -112 -2 4
Sia A la matrice aveni&, a,, ag, a4, as come righe, cioe A¥-3 7 0 O 5 12
4 00 2 -12 -8
-5 7 0 23 3 0]
-1 10 4 1 0]
0 20 -3 014
Tramite operazioni elementari si trova lamatriceeA 0 0 0 -3 1 2]|.
0O 00 0 0O
0 00 O 0 O]

Si ha che lo spazio delle righe di A e di A’ coohano. Quindi, dim(U) = rg(A) = rg(A’) = 3.

Le prime tre righe di A’ sono una base dello spalathe righe di A’, quindi i polinomi

g1(X) = p(X) = =20 + x4 + 42+ X, p(X) = 2¢ —3x2 + 4, (X) =—-3¥ + x + 2 sono una base di U.

Tenendo conto del Corollario 12.19 possiamo prendepiacergtre polinomi nel modo seguente:
Oa(X) = agax3 + 834x? + X + agp, G(X) = BX + &6 GB(X) = 6

-11 0 4 1 0]
o 2 0 -3 0 4

0 0 a3 azgq ags ags
0O 0 0 -3 1 2
0O 0 O 0 ag5 asg
00 0 0 0 ag

con a370,a570e ggZ0.

Per esempio, §x) = x3, gg(x) = x , ¢§(x) = 1.



