15. Cambiamenti di base in uno spazio vettoriale.

15.1 Esempio. Sia Vr uno spazio vettoriale di dimensione 3 e sia B = (uy, U,, U3) una sua base.
Siano vy =5u; +16u; , V; =2U; —Uy, +5U3 , V,=—U; +3Uy, + U3 , V3=U; —4U, — 7U3
Sia M la matrice avente come colonne le coordinate dei vettori v, v, V5 rispetto alla base B e

sia N la matrice avente come colonne le coordinate dei vettori vy, v,, V3 rispetto alla base B.

5 2 -1 2 -1 1
M=|0 -1 3 N=|-1 3 -4
16 5 1 5 1 -7

Poiché detM =0 la matrice M non ha rango massimo. Quindi, dim€Cwv = dim®wm = rgM < 2. Per cui

le sue tre colonne sono linearmente dipendenti. Di conseguenza, anche i tre vettori v, V4, vV, SON0O
linearmente dipendenti. Cosi I’insieme (vg, V4, V,) NON ¢ una base di Vr.

Poiché detN = —-23 # 0 la matrice N ha rango massimo. Quindi, dim€n = dimfn = rgN = 3. Per cui
le sue tre colonne sono linearmente indipendenti. Di conseguenza, anche i tre vettori vy, V,, V3 SON0

linearmente indipendenti. Cosi I’insieme B = (v4, V5, V3) & un’altra base di Vr.

B = (uy, Up, Ug) base.

Vi=2U;—Uy,+5U;3 , V,=—U; +3Uy+ Uz , V3=U;—4Uy—7Uj3 B = (vq, vy, v3) altra base
Sia w il vettore di Vr avente coordinate (4, 1, —6) rispetto alla base B, cioé w = 4v; + v, — 6V,.

E’ molto facile trovare le coordinate di w rispetto alla base B, infatti si ha che

W =4v; +V, — 6v3 = 4(2u; — U, + 5u3) + (— Uy + 3u, + Uz) — 6(U; — 4u, — 7uz) = Uy + 23U, + 63Uy
Quindi, le coordinate di w rispetto alla base B sono (1, 23, 63).

B = (uy, Uy, ug) base.

Vi =2U;—Uy+5U3 , V)=—U; +3Uy+ Uy , V3=U;—4U, —7U; B = (vq, vy, v3) altra base
Sia, ora, t il vettore di Vr avente coordinate (4, -8, —3) rispetto a B, cioe t = 4u; — 8u, — 3us.
Troviamo le coordinate (X, y, z) di t rispetto a B, cioe tali che t=xv; +yv, +zvy .

Si ha che

t=Xvy + YV, + zv3 = X(2Uq — l +5U3) +y(— Uy + 3. +Ug) +z(Uy - 4. —7ug)

t=(2x-y+2)U] + (-x + 3y - 42)l] + G5x +y - 72)ug



Poiche la scrittura di t = 4uy — 8. — 3ujy rispetto alla base B € unica deve essere

2X—-y+z=4
-X+3y—-4z=-8
SX+y—-72=-3

L’unica soluzione di tale sistema ¢ la terna ordinata (X, Y, z) = (1, -1, 1), cioe t=v; —V, + V3.

15.2 Esempio. Siano Vr, B = (U4, Uy, U3) € B = (v4, V5, V3) come nell’Esempio 15.1. Quindi,
V1:2U1—l+5U3 ) V2:—U1+3l+U3 e V3:U1—4l—7U3

Sia w un generico vettore di Vr . Siccome B e B sono due basi, si ha che esistono, e sono uniche,

due terne (o4, o, as) € (B, By, B3) tali che
(1) w=oyly + OLzl + o3Ug
(1) w=Byvy + Bovy + Bavs

Ora, vedremo di trovare il “legame” che c’¢ tra le coordinate (B4, B,, B3) di w rispetto alla base B e

le coordinate (ouy, oy, a3) di w rispetto alla base B.

Sihache w=p;vy + PV, + Bava = B (2l — l +5U3) + B,(— Uy + 3. + Ug) + Ba(ly - 4l — TUg)
da cui (1) w= = (2B — P+ B3y + (—P1 + 3P — 453). +(5P1 + P2 — 7B3)ug

Si osservi che la (111) e una scrittura di w come combinazione lineare dei vettori della base B.
Inoltre ricordiamo che (I) w = a g + oczl + azUs

Per I’unicita della scrittura di w rispetto alla base B, da (1) e (I11) si ha che deve essere:

2B -Po+P3=y
(#) 1-B1+3B2-4Bz =0
Py +P2 — 7Pz =03

Queste equazioni sono il “legame” che c¢’¢ tra le coordinate (84, B, B3) di w rispetto alla base B e le

coordinate (ouy, o, 0tz) di w rispetto alla base B.



o Note le coordinate (B4, B,, B3) di un vettore w rispetto alla base B, con semplici calcoli si trovano

le coordinate (o, oy, 03) di w rispetto alla base B.

Se (come nell’Esempio 15.1) w =4v; + v, —6vs cioé (B4, By, B3) = (4, 1, —6), allora dal sistema

(#) si ha subito che (a4, a,, az) = (1, 23, 63) e, quindi, W = uy + 23u, + 63us.

e Note le coordinate (o, o, 03) di un vettore w rispetto alla base B, risolvendo un sistema lineare

di tre equazioni in tre incognite, si trovano le coordinate (B, B, B3) di w rispetto alla base B.

Se (come nell’Esempio 15.1) t =4u; — 8u, — 3u; cioe (a4, oy, ag) = (4, -8, -3), allora (#) diventa

2B —Po+P3=4
—P1+3B2—4P3=-8
Pr+Po-7P3=-3

L’unica soluzione di tale sistema ¢ la terna ordinata (B4, B, B3) = (1, -1, 1), cioé t =V, —V, + V3.



Generalizziamo ora quanto appena visto nell’Esempio 15.2.

Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita 3.

Sia B = (uy, . U3) una base di Vr. Sia w un generico vettore di Vr.

Definizione. Se (a4, o, 0z) € I’unica terna ordinata di numeri reali tale che w = oclu1+oczl+a3u3
o

allora la (matrice) colonna wg := | @, | si dice colonna delle coordinate di w rispetto alla base B.
s

Sia, ora, B =(vq, vy, V3) un’altra base di Vr. Poiché B e una base di Vr esiste un’unica terna

ordinata di numeri reali (B, By, B3) tale che w =p;v;+B,v,+B3vs. Quindi, la colonna delle

by

coordinate di w rispetto alla base B € wg = | £,

s

Poiché B = (uy, . U3) € una base di Vr e vy, Vy, V5 sono vettori di Vr allora ognuno di essi si puo
scrivere in modo unico come combinazione lineare dei vettori di B.

Poiche i coefficienti di tali combinazioni lineari dipendono sia dal vettore u; della base B che dal
vettore v; della base B, useremo un doppio indice con la convenzione che il primo sia I’indice i del
vettore u; di B mentre il secondo sia I’indice j del vettore Vj di B. Quindi, scriveremo

(1) vy =2yl + ap [l + ag;Us

(2) v =gy + ax i + ag,lis

(3) V3 =ag3liy + ar ] + agslis

Per cui le colonne delle coordinate dei vettori vy, v,, V3 rispetto alla base B sono

a;; a,, ajs
(Vl)B =18y | (VZ)B =l ay | (V3)B = aza
Ay a;, Ags

Tenendo conto di (1), (2), e (3) si ha che
W =Bqvy + Povy + Pava =

= By(aysbg + a21l +ag Ug) + Po(ag by + azzl + agoUg) + PBa(aaly + azsl + az3Us)
Utilizzando le proprieta PS1, PS2 e PS3 si ottiene

W = (Byagg + Bodip + Padrz)lly + (B1ap + Poany + Bsazs)l + (B1331 + Bodsy + Padzs)Us

Si osservi che questa e una scrittura di w come combinazione lineare dei vettori della base B.



Ricordiamo che w = o Uy + azl + ozl
Per I'unicita della scrittura di w rispetto alla base B, si ha che deve essere:

ayf +a,pB, +asfs=a;
) tayp, tagls =a,
Ayl +anf; +ayf; =,

Ora indichiamo col simbolo Ag_,g la matrice quadrata di ordine 3 avente come colonne

ordinatamente le colonne delle coordinate (rispetto alla base B) dei vettori della base B, cioé:

ay (a4, | a
A(E»B) =[ (v | (v2)g | (Va)g]l=ay |ay | @y
A3 | 83 | g

ayfy+apf, +af =a
A questo punto il sistema lineare <a,,f, +a,,3, +a,pb; =a,

Ay +anf, +auf; =,
Si puo scrivere nel modo seguente

a, 4aq, a By a,

a, ay a4y | b=,

A3 Az Ay Bs s

B a

1 1

Infine, ricordando che | B, |=wpg eche |, |=wg,sihache Ag ,gowg=Wg
B a3

Quindi, la colonna wg delle coordinate del vettore w rispetto alla base B si ottiene moltiplicando la

matrice Ag_,g) per lacolonna wg delle coordinate del vettore w rispetto alla base B.

a‘ll a‘12 a‘13
Tenendo conto che ognuna delle 3 colonne (vi)g = |a, |, (Vo)g = @y |, (V3)g = |a, | delle
a31 a32 a33

coordinate dei vettori vy, Vo, v5 della base B rispetto alla base B &€ univocamente determinata, si

ha subito la seguente:

Osservazione. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita 3. Ogni volta che si fissano
due sue basi B = (uy, Uy, Ug) € B =(vy, Vp, V3) si ha che la matrice Ag_,g) quadrata di ordine 3
avente come colonne ordinatamente le colonne delle coordinate dei vettori della base B rispetto alla

base B & univocamente determinata.



Lemma. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita 3.
Siano B = (uy, u,, u3) e B = (v4, vy, V3) due sue basi. Sia w un generico vettore di Vr.
Se H e una matrice tale che wg =Hwg allora H=Ag_,g) (cioe se H e una matrice che ci

permette di passare dalle coordinate rispetto a B alla coordinate rispetto a B, allora H € proprio la

matrice A)

Dimostrazione. Per i vettori della base B si ha che

vy =1vy + 0v, + 0vg
V, =0vy + 1v, + 0vg
V3 = 0V1 + 0V2 + 1V3

Quindi, le colonne delle coordinate dei vettori v4, v,, V3 rispetto alla base B sono:

1 0 0
(Vg =10, (v)g=|1], (v3)g=|0
0 0 1

E’ immediato verificare che per ogni vettore v; € H(v;)g = i-esima colonna di H. Quindi, si ha che
e prima colonna di Ag_,g) = (v1)g = He(v4)g = prima colonna di H;

e seconda colonna di Ag_,g) = (V,)g = He(v;)g = seconda colonna di H;

o terza colonna di Ag_,g) = (V3)g = He(v3)g = terza colonna di H;

Essendo le colonne di H ordinatamente uguali alle colonne di Ag_,g) sihache H=Ag ,g. W

Tenendo conto del Lemma 15.4 é ben posta la seguente:

DEFINIZIONE. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita 3.
Siano B = (uy, Uy, Uz) e B = (vq, V,, v3) due sue basi.
La matrice Ag_,g) che ha come colonne ordinatamente le colonne delle coordinate dei vettori della

base B rispetto alla base B viene detta matrice del cambiamento di base da B a B.

Le 3 equazioni rappresentate con l’equazione matriciale Wg = Ag_,g)®wg Si dicono equazioni del

cambiamento di base.



Quanto detto sopra per uno spazio vettoriale reale di dimensione finita 3 puo essere generalizzato

per uno spazio vettoriale reale di dimensione finitan > 2.

Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finitan e B = (uy, Uy, U, Uy, ....., U,) una sua base.
Se w é un vettore di Vr e (0, o, 0, 0y, -...., 0,) € I’Unica n-upla ordinata di numeri reali tale che
(') W = aqUq + LUy + O3Uj + oyUy + .. F onup

allora la matrice matrice di tipo nx1 (matrice colonna) cosi definita:

o
a2
a3

WB = OL4

On

si dice (matrice) colonna delle coordinate di w rispetto alla base B.

Sia, ora, B = (vy, V, V3, V4, ....., V) un’altra base di Vr. Poiché B & una base di Vr esiste un’unica

n-upla ordinata di numeri reali (84, B, B3, B4, -----» By) tale che:

(%) W = Bqvy + Bovy + Bavg + Bavy + ..+ By

Quindi, la colonna delle coordinate di w rispetto alla base B &

B1
B2
B3

Wg = | B4

Bn_

Poiché B = (uy, Uy, Ug, Uy, ....., U,) € una base di Vr e Vq, Vs, V3, Vy, ....., V,, SONO Vettori di VR

allora ognuno di essi si puo scrivere in modo unico come combinazione lineare dei vettori di B.



Poiché i coefficienti di tali combinazioni lineari dipendono sia dal vettore u; della base B che dal
vettore v; della base B, useremo un doppio indice con la convenzione che il primo sia I’indice i del

vettore u; di B mentre il secondo sia I’indice j del vettore v; di B. Quindi, scriveremo

(1) vy =agiuy +ayU, +ag s +ag st ... +ap Uy
(2) Vo =agoUy +aU, +agUs +agly t ...+ appUy
(3) V3 =ay3uUy + U, +agaUs +aygly + ... +apgUy
(4) V4 =ag4up +ayU, +agUs +aglsy + ... +apgUy

(n) Vp =agpUy + 8aUp + agaUs +agply + ...+ apgUy

Da (+), (1), (2), (3), (4), ....., (n) si ha

W= Byvy + Bovy + BaVa + BaVy t ..o+ BV =
= By(aggUy +ayUy +agUg +ag Uy + ... +ayUy) +
+ Pa(agaUy + AUy +agyl +agly + ... +agplp) +
+ B3(aygUy + aggUp + aggls +asgUs + ... +angUp) +
+ Ba(agauy + AUy +aggUs +agUy + ... +aggp) +

+ Bn(agpUy + agaUy + agplg + 345Uy + ... + 355Up)

Utilizzando le proprieta PS1, PS2 e PS3 si ottiene

(¢) W=(Biarg +Bodgo + Padsz + Padgs + .o T Ppdsn Uy +
+ (Baapy + Bodoy + Badns t Pydog ... T Brdgy Jup +
+ (B1831 + Bodgy + Padzz + Padzs + ... + Prdgn Uz +
+ (B1ag1 + Podsn + Padsz + Padag T+ Prdgn JUg +

+ (Blanl + Bzanz + BSanS + B4an4 T F Bnann )un

Si osservi che la () é una scrittura di w come combinazione lineare dei vettori della base B.

Ricordiamo che



(') W = (llul + azuz + (13U3 + (X4U4 + ... T (Xnun

Per I'unicita della scrittura di w rispetto alla base B, dalle (v) e (#) si ha che deve essere:

(E1) g =PBiagg + Poragy + Padys + Byagg +..... + Bpagy
(Ep) op =Py + Py, + Pz + Bgags +..... + Bz,
(Eg) ag=Bja3 + Pz, + Padsz + Pyags +..... + Ppag,
(Eq) oy =PB1ag + Bragy + Padys + Bgags +..... + Bpasy
(En) o =PBiang + Boany + Padns + Baang + ... + Bpany
Da (1), (2), (3), (4), ....., (n) si che le colonne delle coordinate dei vettori vy, Vo, V3, Vg, ....., V,

rispetto alla base B = (uq, Uy, Uz, Uy, ....., U,) SONO

a1 a1
an1 ano
as; azp

a3
a3
as3

(Vi)s = |ag1 |, (Vo)g=|aa2 |, (Va)g=|ay3

Stabiliamo che Ag_,g) sia la matrice quadrata di ordine n avente come colonne ordinatamente le

colonne delle coordinate (rispetto alla base B) dei vettori della base B, cioé:

Agoe) = [ (Ve | (vo)g | (Va)g | (Va)g |-

dg; 412
dp1 A
azp asp
Ag-B) = |41 a2

a13
a3
a33
a43

an3

an3 |

) (V4)B =

a14
a4
azq
aqq

a4
24
az4
CYVI

5 0BO0s g (Vn)B =

| (Vn)B ]

din
don
azn
84n




Osservando (E;), (E,), (E3), (Es), -.--., (E,)) e tenendo conto di come é definito il prodotto riga per

colonna tra due matrici moltiplicabili e si ha che:

e I’elemento o, di wg € uguale al prodotto della prima riga di Ag_,g) per la colonna wg;
e I’elemento a, di wg € uguale al prodotto della seconda riga di Ag_,g) per la colonna wg;
e I’elemento ag di wg € uguale al prodotto della terza riga di Ag_,g) per la colonna weg;

e I’elemento a, di wg € uguale al prodotto della quarta riga di Ag_,g) per la colonna wg;

e I’elemento o, di wg € uguale al prodotto della n-esima riga di Ag_,g) per la colonna wg;

Quindi, la colonna wg e uguale al prodotto della matrice Ag_,g) per la colonna wg ovvero

Wg = Ag-p)\Wa

Per cui, il sistema di equazioni (E;), (E,), (E3), (E4), --.., (E,) Si puo scrivere nel modo seguente:

(o7} a;n a;p a3 Ay - - - - a || B
o apy axp ax axy - - - . axn||B2
a3 agy Az az3 Az4 - - - . az||B3
Og | =|@41 @s2 @43 aga - - . . aun|[[Pa
|%n | |81 @n2 ap3 apg ann || Bn

Tenendo conto che ognuna delle n colonne delle coordinate dei vettori della base B rispetto alla

base B € univocamente determinata, si ha subito la seguente:

15.3 Osservazione. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Ogni volta che si
fissano due sue basi B = (uy, Uy, U3, Uy, ....., U,) € B =(Vq, Vo, V3, Vy, ....., V) Si ha che la matrice
A@_p) quadrata di ordine n avente come colonne ordinatamente le colonne delle coordinate dei

vettori della base B rispetto alla base B € univocamente determinata.



15.4 Lemma. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n.
Siano B = (uy, Uy, U3, Uy, ....., U,) € B = (Vq, Vs, Vg, Vy, ....., V) due sue basi.

Sia w un generico vettore di Vr. Se H e una matrice tale che wg = Hwg allora H = Ag_,p).

Dimostrazione. Per i vettori della base B si ha che

Vi =1vy +0v, + 0vg + Ovy + ... + 0V,
Vo =0vy +1v, +0vg + 0vy + ... + 0V,
V3 =0vy +0vy + 1vy + 0vy + ... + 0V,
Vp=0vy +0v, +0vg +1vy +..... + 0V,

V,=0vy +0vy + 0vy + 0vy + ... + 1V,

Quindi, le colonne delle coordinate dei vettori vy, Vo, V3, V4, ....., V,, rispetto alla base B sono:
[1] [0] [0] 0] [0]
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
(Vg =101], (v)g=|0|, (va)g=1|0|, (Vvi)g=|1],...... , (v)g=10
10] 10] 10] 0] 11]

E’ immediato verificare che per ogni vettore v; € H(v;)g = i-esima colonna di H. Quindi, si ha che
e prima colonna di Ag_,g) = (v1)g = H(v1)g = prima colonna di H;

e seconda colonna di Ag_,g) = (V2)g = H(V,)g = seconda colonna di H;

e terza colonna di Ag_,g = (V3)g = H(V3)g = terza colonna di H;

e quarta colonna di Ag_,gy = (V4)g = H(V4)g = quarta colonna di H;

e n-esima colonna di Ag_,g) = (Vy)g = H(vy)g = n-esima colonna di H.

Essendo le colonne di H ordinatamente uguali alle colonne di Ag_,g) sihache H=Ag ,z. W

Tenendo conto del Lemma 15.4 é ben posta la seguente:

15.5 DEFINIZIONE. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n.
Siano B = (uy, Uy, U3, Uy, ....., U,) € B = (vq, Vs, V3, Vy, ....., V) due sue basi.
La matrice Ag_,g) che ha come colonne ordinatamente le colonne delle coordinate dei vettori della

base B rispetto alla base B viene detta matrice del cambiamento di base da B a B.

Le n equazioni rappresentate con I’equazione matriciale wg = Ag_,gWg si dicono equazioni del

cambiamento di base.



Tenendo conto che, per costruzione, le colonne di Ag_,g) sono le n-uple delle coordinate di n

vettori linearmente indipendenti (gli elementi della base B) si ha che tali colonne sono linearmente

indipendenti e, quindi, la matrice Ag_,g) ha rango massimo. Per il Teorema 13.31 il determinante
della matrice Ag_,g) € diverso da zero, cioé la matrice Ag_,g) € non singolare. Tenendo conto del

Teorema 14.12 abbiamo subito la seguente:

15.6 Osservazione. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Fissate due sue basi

B =(uy, Uy, Uz, Uy, ..., Up) € B =(Vq, Vy, V3, Vy, ..., V) si hache lamatrice Ag_,g) € invertibile.

15.7 TEOREMA. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Fissate due sue basi
B = (uy, Uy, Uz, Uy, ....., U,) € B =(Vyq, Vy, V3, Vy, ..., V,)) si ha che la matrice del cambiamento di

base da da B a B ¢ uguale all’inversa della matrice del cambiamento di base da B a B. Cioe

- -1
Ae-p) = [Ag-s)]
Dimostrazione. Se w e un generico vettore di Vr si ha che wg = Ag_,g)Wg. Tenendo conto che per

I’Osservazione 15.6 la matrice Ag_,g, & invertibile, si ha che [Ag_,g)] 'wg = wg .

Peril Lemma15.4 ¢ [Ag glt=Ag g W

15.8 TEOREMA. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Fissate tre sue basi

B= (Ul, U2, U3, U4, 500000 Un), C= (el, e2, 83, e4, 500000 en) e 5 = (Vl, V2, V3, V4, 860000 Vn) si ha che:

A@-B) = Ac-B)AB-0)
Dimostrazione. Se w & un generico vettore di Vr si ha che
[Ac-sAB-0)WB = AcB)Ar-0Wal = AcssWe = Ws
Per cui, la matrice. Ac_,g/Ag_c) esprime il cambiamento di coordinate dalla base B alla base B.

Quindi, per il Lemma 15.4 si ha che Ac_gAg_c)=Ag_e) B

15.9 Osservazione. Il Teorema 15.7 ci permette di trovare la matrice del cambiamento di base dalla

base B alla base B “transitando” per la base C. Inoltre, si noti 1’ordine delle matrici nel prodotto
Ac-Ae-0)

La matrice che fa passare da B a C ¢ il fattore a destra mentre la matrice che poi fa passare da C a B

e il fattore a sinistra. Questo € dovuto (come si vede nella dimostrazione del Teorema 15.7) al fatto

che prima la matrice Ag_,c) “agisce” su wg €, poi, la matrice Ac_,g) “agisce” su wc.



15.10 Esempio. Sia Vr uno spazio vettoriale di dimensione 2 e sia B = (uy, u,) una sua base.

Consideriamo i seguenti vettori v, =2u; —5uU, e Vo, =u; —3u, di Vr.

2 1 2 1
SiaM = { } la matrice avente come colonne ordinatamente (v,)g :[ 5} e (Vo) :{ 3}.

Poiché detM =-1=0 le due colonne di M sono linearmente indipendenti. Quindi, anche i due

vettori V4, v, sono linearmente indipendenti. Cosi I’insieme B = (vy, V,) ¢ un’altra base di Vr.

Inoltre, M e proprio la matrice Ag_,g) del cambiamento di base da B a B, cioe

A f2 01
(B-B) ~ -5 -3

Per il Teorema 15.7 la matrice Ag_,g) del cambiamento di basedaBaBé [A(5_>B)]'1. Quindi,

2 177
A(B—>5)_ -5 -3
2 17t 2 1 -3 -1 [3 1
Poiché =(1/-1 =— = i hach
oiche {_5 _3} ( )(agg[_5 _3}) {5 2} [_5 _2} si ha che

A 301
(B—B) ~ -5 -2

Sia w un generico vettore dello spazio Vr. Se indichiamo con:

e (B4, B,) le coordinate di w rispetto alla base B

e (a4, a,y) le coordinate di w rispetto alla base B

2 11]]
allora le equazioni del cambiamento di base da B a B sono M= Pr
(05} -5 -3 _BZ

.. . . B]_ 3 1 | o1
mentre le equazioni del cambiamento di base da B a B sono =
BZ -5 - 2_ (05}

Con tali equazioni & molto veloce trovare come cambiano le coordinate di un vettore.
Se w=v; +2v, cioe (B4, B,) = (1, 2) si ha subito che (a4, a,) = (4, —11) cioe w = 4u; — 11u, .

Se t = 3uy — 2u, cioé (a4, o) = (3, —2) si ha subito che (B4, Bo) = (7, —11), cioé t = 7v; — 11v,,.



15.11 Esempio. Sia Vr = R%lo spazio vettoriale reale delle terne ordinate di numeri reali.
Siano u; =(2,0,1),u,=(0,5, 1), u3=(-1,3,0),v; =(1,1,0), v, =(1,-1, 1), v3 = (1, 0, 1).

Dopo aver verificato che B = (uy, u,, Ug) € B = (vq, V,, V3) sono due basi di RS trovare la matrice

del cambiamento di base dalla base B alla base B.

(1) Sia M la matrice avente come colonne proprio le terne uy, u,, Uz e sia N la matrice avente come

2 0 -1 1 1 1
colonne proprio le terne vy, vy, v3,cioé M=10 5 3 N=|1 -1 0
11 0 0 1 1

Poiché detM =-1=0 e detN=-1=0 sia le tre terne uy, u,, uy che le tre terne vy, Vo, V3 SONoO
linearmente indipendenti. Quindi, B = (uy, Uy, U3) € B = (v4, V5, V3) sono due basi di RS,

(2) Ricordiamo che se e; =(1,0,0), e,=(0,1,0) e e3=(0,0, 1) allora C = (eq, e,, e3) € una base
(canonica) di R3. Si noti che:

u; =(2,0,1)=2e; +0e, + 1&g

u, = (0, 5,1) =0e; +5e, + 1leg

us = (-1, 3,0) = (-1)e; + 3e, + Oey

vi=(1,1,0)=1e; + le, + Oeq

Vo, =(1,-1,1)=1e; + (-1)e, + 1eg

v3=(1,0,1) =1e; + Oe, + 1&g

Quindi, sihache M=Ag_,c) € N=Ag ¢

Per i Teoremi 15.8 e 15.7 si hache A g = AcmAr-0) = [Aeocl "Agoc = MN.

2 0 -1 -3 3 -5 3 1 -5
Da cofM=cofl0 5 3 |=|-1 1 —2| sihasubitoche M1=|-3 -1 6
11 0 5 -6 10 5 2 -10

3 1 -57[1 1 1] [4 -3 -2
Sihache Ag,g=MIN=|-3 -1 6 [|[1 -1 0|=|-4 4 3
5 2 -10/|0 1 1| |7 -7 -5

Tenendo conto che le colonne di Ag_,g) sono le coordinate dei vettori della base B rispetto alla
base B, possiamo verificare la correttezza del risultato nel modo seguente:

v, =4u; —4u, + Tu3 = 4(2,0,1) - 4(0,5,1) + 7(-1,3,0)= (1, 1,0) ©

V, = —3uy +4U, — Tuz = -3(2,0,1) + 4(0,5,1) - 7(-1,3,0) = (1, -1, 1) ©

V3 =-2U; +3U, - 5u3;=-2(2,0,1) +3(0,5,1) - 5(-1,3,0)=(1,0,1) ©



Tenendo conto che per ogni numero reale ® si ha che (coszoa + sinzm) = 1, ogni matrice del tipo
cos® -Sinw
sin®  CoSw

e non singolare e, quindi, & invertibile. Inoltre, é facile verificare che
. -1 .

cos® —sinw| ™~ | cosew sinw

sin®  Cos® —Sin® COS®

15.12 Osservazione. Sia Vr = R? lo spazio vettoriale reale delle coppie ordinate di numeri reali.

Per ogni numero reale o, le due coppie w; = (Cosm, Sin®) € W, = (—Sin®, Cosw®) sono linearmente

indipendenti e, quindi, I’insieme B = (w4, W,) & una base di R,

15.13 Esempio. Sia Vr = R? lo spazio vettoriale reale delle coppie ordinate di numeri reali.

Siano u; = (cosa, sina), U, = (-sina, cosa), V4 = (CosP, sinP) e v, = (-sinf, cosp).
Per I’Osservazione 15.12 gli insiemi B = (uy, u,) e B = (vy, V,) sono due basi di R,

Trovare la matrice Ag_,gy del cambiamento di base dalla base B alla base B.

Se indichiamo con C = ((1, 0), (0, 1)) la base canonica di R si ha che

A _|cosa —sina e A _|cosp —sinf
B>07lsino.  cosa B>07 lsinp  cosp

Per i Teoremi 15.8 e 15.7 si hache Ag_,g) = AcpABoC) = [A(E_)C)]'lA(B_,C). Per cui

cosp —sinﬁ]l{com —sincx}

A =
(B=8) LinB cosp sino cosa

cosp sinf || cosa —sina
A@-B)~ | _; :
—sin cosp ||sina  cosa
A _ | (cosBcosa +sinfsina) —(sino.cosP —sinfBcosa)
(BB (sinacosp—sinfcosa)  (cospcosa +SinBsina)

cos(a—B) —sin(o— B)}

Ae-8) [sin(a —B) cos(a—B)



