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1. Successioni di funzioni: convergenza puntuale ed uniforme

Sia I un insieme di numeri reali e sia f; : I —3 R una successione di funzioni reali definite
in I. Si dice che f}, converge puntualmente in I verso la funzione f 1 J — R, se risulta

(i.1) lim fp{x) = f(x) Vxel,

k—+ea

cio@ se per ogni & > 0 e per ogni x € [ esiste vg; € R tale che (figura 1.1)

[
|
i (1.2) ) —e < filx) < f(x) +e Yk > Ve |
Utilizzando il valore assoluto, 1a (1.2) pud esser riscritta nella forma ’
! (1.3 |felx)— flx)| <& Vk > Vg .
‘E

Figura 1.1
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In generale, fissato € > 0, il nurnero v , dipende dal punto x; se invece tale numero risulta
indipendente da x, si parla di convergenza uniforme.

Precisamente, si dice che f; converge uniformemente in I verso f se, per ogni & > 0 esiste
vy € R tale che

(1.4) fie(x) = Flx)| <e,

La convergenza uniforme in I implica quella puntuale; infatti, fissato & > 0, se v¢ & tale
che valga la (1.4), allora per ogni x € 7 si pud porre Ve, = Vg € si otterra la (1.3).
Il viceversa in generale non sussiste, come provano i seguenti esempi.

Vk > Ve, Vx€El.

Esempio 1. Sianoa, & due numeri reali ¢ sia f}, la successione (si veda la figura 1.2) definita nell’interval-
lof=(0,1)da :

(1.5) - Je(x)=

1

{ja so 0= x<1/k

b se lfk<x<]

Fissatox & (0,1], perogni k> 1/xsiha 1 /& < x.«¢ 1 8 percid fi(x) = b; ne segue che la suacessione f :
conyerge puntualmente verse la funzione f{x) = b. Inoltre, se & @ # b, la convergenza non & uniferme. -

Infatti, posto € = e~ b|, se esistesse v tale che | fp(x) - b| < & per ogni & > ¥, ¢ per ogni x & (0, 1), 81
avrebbe in particolare _ ' .
K~ b = la—b| <& =|a—b]

il ehe & assurdo.
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Figura 1.2
Esempio 2. La successione di funzioni, definita nell’intervallo f = [0,1] da
(1.6) fele) =

conyerge puntualmente in f vea;so la funzione (figura 1,3)

0 s xe[01)
(1.7) f(x)Z{

1 se x=1

[l che & assurdo,

[¥%]

Sticcessioni € serte di funzioni
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Figura 1.3 - fi,(x) = &

-1 La conyeigenza non éimifnima. Infatti, posto € = 4, so esistesso Vg tale che | filx) — f(x)] < e per

'.O,gn_ilfgﬁ '\{ga' e per ogni x € [0, 1], si avrebbe in particolare per x = 1/ V)

(RUAD) ~FO B = 150l = 4 <o

Es.e'mpi;) 3 Ccmsi,d@riame la sugeessione di finzioni fi (ﬁ gura L4), defimita

e S |
ko '
E
o
. xz
Figuta 1.4 - filx} = e SN '
sull’assé reale =R da
. L : 2
ZU’:S) ; fk(x)“k+x2 wkelN,

*In'flgura 1.4 & evidenziato il fatto che Pinsieme {x € B ; fi(x) < 1/2} = [~v& /] & monotano
crgseente ifspette a k ¢ che 1'unione per & € N coincide eon . Perogni x € R & nullo il limite puntuake

a9 )= Jim filg =0,




Séegliamo kg > Ve, allgm, ewdenﬁemame pm ugm xE I3 u,smlt

4 Capitolo 1

ma la convergenza di fi verso [ non & upiforme su R. Tofatti la disuguagliapza. | fi(x) ~ fx)| <&
equivale a

vl
(1.10) ) <E
ovvero a
. ' l—-&
(L.11) : k> —*g-x2—v5,'¢

Per 0 < & < 1 Ta quantith vy » cresce indefinitamente per x —— e & dunque non osiste Ve tale che

la (1.10) sussista per k > Ve & per ogni x € R

2,  Coritinuiti del limite

Cominciamo col descrivere la proprietd di continuita del limite uniforme di funzioni con-
tnue. Sia fi : 7 C R — R una successiope di funzioni continue nell’insieme 7 di R e sup-
poniamo che f, converga uniformemente in I verso la funzione f : I — IR, proveremo che
f & continua in , Notiamo che tale risultato non sussiste se si suppone solo che fi con-
verga puntualmente verso f ¢id & quanto succede, ad esempio, nell’esempio 2 del paragrafo
precedente, dove la funzione discontinua (1.7) & limite puntuale della successione di funzioni
continue (1,6). Un altro esempio & proposto alla fine del paragrafo.

TEOREMA SULLA CONTINUITA DEL LIMITE. — Sig f; : I C R — R una succes-
sione di funzioni continue convergente uniformemente in I verso la funzione f. Allora f
& continua.

Dlmmuazfon@ verifichiamo che f ] corztmua in xo, pel ogm ﬁ§‘§i’lt0 ;m EE I F’er I’ipot@s? at cqueh
gqnza mufcmns ﬁssno e 0 esiste ve. tale. ahe . B I

{fm = flx) t<-%. _,

s,
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Notiamo che, per una successione f; di funzioni continue nell’intervallo [a, b], 1a conver-
genza uniforme di f; verso la funzione continua f pud essere espressa mediante la relazione
di limite {di successione numerica)

(2.5) Jim max{fe(x) - £(0)| s € [a, 6]} = 0

Infatti, se f; converge uniformemente verso la funzione continna f, fissato & > 0, esiste
ve € N tale che

(2.6) |felx)—fx) <, Yk > ve, V€ [a,b] .

Per il teorema di Weierstrass sull’esistenza del massimo delle funzioni continue in un
intervallo chiuso, per ogni k € N esiste x;, € [a, b] tale che

(2.7) Wi} — f (i) | = moaxd{ | fie(x) —
Dalla (2.6) con x, al posto di x segue percid My, < € per ogni k > vV, e quindi la (2.5).

(9)]: x € [a,b]} = M

Esempio 1. In generale se ung suecessione fi, di fanzioni continue convérge solo puntuglmente ad una
funzione f (ma non uniforinemente); non & detto che f sia continua, B infatti facile verificare che la
sugeessione di funzloni continne f : R — R definita da

(28 Jilx) = aretg by
conv.érge_ puntualmente verso la funzione diseontinua f : T > R definita da'(ﬁgurja, 1.5) .

se x< 0
se x=0 .,
se. x>0

w {0
{2. | flx) = ¢ 0
2

o _ . . A
Basta ricordare che y_ll_grilmarctg y=t 5 © che arclg 0= 0.

P BRI 5

Figura 1.5
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I teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale e di derivata

bl e se risulii

lim
k—tl-o0

a successione di funzioni integrabili in un intervallo chiuso e limitato = [a, b,
che converge puntualmente in I verso una funzione

S Cisi pud domandare se f sia integrabile

f ’ o = f oo

La risposta in generale & negativa, come si vede dagli esempi seguenti.

Sel]l;plo 1 Sla fk 0 ] ; R lﬂ-SL[C. C"ﬂSSll.QIIﬁ deﬁ] “.i | d |ﬁ 6 . T e S
‘l 4 x -ASTINILA (g ra 1. “OviE sU l[.asm BONQ 3 a

oy o R ] 0 - saxm -
3.2) RN fk(x) =¢ k. sex&(D, lfk}
Co S 40 e xe I/k,l}

Evldentemema fk Gcmverge puatudlmente vm‘so la ﬁanzxone F (x)

0 in
iformemente, in qu4nto [0 1] ma on m converge

ea -m{lfgcxw(xn:x:'efb,ii}%fk; __
" Incltre rlsulta N .. L

(3;4) | f fk Y= f kdz=1.

mentre, ovviamante ' _ |

(3.5) | fQ FR)dx=0

Figura 1.6

Dungue la (3.1) non sussiste.

(310) : .f '_ :_  | Fp = Vfw fk(xk)r"*
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Esemplo 2 Perx & [0, 1] poniamo (si vedano i grafiei in ﬁgl_ifa-ll___»-‘?')".' ST

pe I e

- FTIGEBIOTHI I 7 |

Figura 17 - fk( )perk—lR 3 5 10, 2@

Per pgni x & [0, 1] ta successione numerica f (x) convel' 20 A Z610; qulnc.li Is sitecessione i converge-
puntualmente in {0, 1] ed il limite puntnale & la funzi.onf: f (x) CI pe1 ogni K @” [Q, 1] “Calcoliamo
T integrale : .

w) [;fk(x)dx:é[wﬁ""&]f;%é’(;éef‘?)';’ :
lp@fﬁiﬁ' ST
@8 m / filx)dx = % f f(xdmﬂ

OSSammno inottre che 1a’ successione fy, ton wnverge umformementc ad f nell’mtervallo [O 1].

‘ 'Infattl (i1 lettore esegna i calceliy

(39) .‘ o max{|flx) - F(x) 2 € [0,1]} = max{fk( ) xE Q I} fk(xk)

- ;a@__\}e_x,g #il ﬁunm di{0,1]in gui si annulla la.demata-pnmﬁ il 1;13.1111:.& '. o

’ bcrtah.t'o “f_k(ﬁck} diverge & ~+-=d per k — ~¢e,

Dungque la convergenza puntuale da sola non & sufficiente a garantire la formula (3.1) di
passaggio al limite sotto il segno di integrale. Il seguente teorema prova che la conver: genza
uniforme di una successione fi verso f implicala (3.1).
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n ' . . o . . . .
8i verifica subito che le fi sono continue in f con le loro derivate prime. Inolire la successione fi

TEOREMA D

I PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE. — Se converge uniformemente in 7 verso la funzione £(x} = v/ = ||, che non & derivabile nello zero; infatti
Ji & una successione di Junzioni continue che converge uniformemente verso f in [a,B],
allora vale la formula

(3.11) kl_l){}:lffk x)dx_/ Pl . L .
I B N S T

|
.
1T ~ /1 k'
e +W Ao kv \/;
Dimostrazione: per il teoréma sulla continuitd del ]imlt@, Fix)euna muzi@_ﬂg continua nell’ Intervallo
chivso s Iummm [ﬂ b] e Pﬁlcm ivi integrabile. Inolire’ o L R ' in quanto \/x—{;rw +vx2 > \f per ogni x € 1 e per ogni k & N,

b
o _ V‘ Bilade = ./ f (b ” ’f {f J A}“ i }d‘ [ Mostriamo ora che, anche nell’ipotesi che il Hmite f(x) sia derivabile, non necessaria-
342y _ - 3 mente vale la (3.13).

f lfk(a fcu< me;) Jnaz { fix) f-(x-j{ )

() ~ ()] :‘ on I

Esempip 4. Sul=R {0 anche su di un qualsiasi intervallo £ di R) definiamo la successione di funzioni
dq cui I aasgerro pen & = »+oo

1
(3.16) Filx) = sen kx, YEeN, Yxel.

Passiamo ora allo studie del passaggio al limite sotto il segno di derivata. Sia fi una

La suceessione f, converge uniformemente verso la funzione f(x) = 0 per ogni x € J; mentre
successione di funzioni derivabili in un intervallo f C R che converge puntualmente in I I ® #x) = 0 per ogr '

dl
verso una funzione f. Ci si pud domandare se anche Jf & derivabile in 1 e se risulta essendo _
(3.17) Fx) = coskx, YkeN, ¥xcl,
3:43) Jm ) = £, veer .

risulta £ (0) =1 per ogni k € N e f/(0) = 0, dunque la (3.13) non sussiste per x = 0.

La risposta in generale & negativa, come si vede dagli esermpi seguenti.

Esempio 3. Perx € = & (7 pud anche essere un qualsiasi intervallo di & ) TEOREMA DI PASSAGGIO .AL I.‘IMI.TE SOTTO IL SEGNO DI DERIVATA. — Sia
considerfamo la successione (figura 1 8)‘ drasiastintervatio ¢t contenente Lo zero all'interno) fr una successione di funzioni derivabili con derivata continua in [a,b]. Supponiamo

' che esista xp € |a,b] tale che la successione numerica fi(xq) converga in R e che la
successione delle derivate [ converga uniformemente in [a,b]. Allora fi converge

1
(3.14) Jelx) =1/ 2%+ e uniformemente in [a,b) verso una funzione §, derzvabzle con derivata continua in [a,b),
e risulta
= ; :
Jus 3.18 lim . -
I (3.18) Jim 700 = £'(9)
R . Dunc:stmzrone* essendo £ continia, possiamo sorivery ia folmu]a feadamﬁm&lﬁ del c:alccﬂo intes
'a:ala S o :
_(2; 19) 'j_ - _ Fidw) = Felog 1+ f fk (I}df LW QN; Vrgab].
. _ ' 'Imol%ra detto f & IR il limite delia successione numerics fk (xe) g mdicace cen i ) il lmnu;-s uniforme
2.1
Figura 1.8 - fi(x) YA : d@tla succgassTQne f,\ (x} in [a,b), per il teorema sulla gontmmta clel limite, la fuuzi@ne g8 continua In
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4. Serie di funzioni

Se fi & una successione di funzioni reali definite nell’insieme 7 di R, indichiamo con s; la
successione delle somme parziali

Tale successione di funzioni s; si chiama serie (di Junzioni) di termine generale f, e 31
indica anche con il simbolo

(4.2) h+hp+. 4+t
Se per ogni x € I la serie numerica di termine generale Ju(®)

(4.3) f1(0)+ o)+ i)+

Successioni e serie di funzioni 11

& convergente, ciod se la successione 5 (x) converge (ammette limite finito) per ogni x € /,

“ allora si dice che la serie di funzioni (4.2) converge puntualmente in 1,

Se la successione di funzioni s converge uniformemente in 7, allora si dice che la serie
di funzioni (4.2) converge uniformemente in I,

In ogni caso il limite per k — <o di s si chiama somma della serie di termine generale
Jr e siindica con

(4.4) S i
k=1

Talvolta con il simbolo (4.4) si indica anche la serie di termine generale fp, oltre che la
sua somma. Come accade anche per le serie numeriche, spesso si utilizza un diverso indice
di sommazione per denotare il termine generale di una serie o per la successione delle somme
parziali, ad esempio, per una serie convergente, nel modo seguente

) k
(4.5) se= 2. fis
i=1

k o0
f= 1 o, — i ;= P .
f=Jim se= fm 3= XS

i=1

Come per le serie numeriche, la serie (4.2) si dice assolutamente convergente in I se 1a
serie di termine generale | fy| converge puntualmente in /.

La serie di funzioni (4.2) si dice fotalmente convergente in I se esiste una successione di
numeri reali non negativi My, tali che

(4.6) ()| < My, vrel, VkeN
e se risulta convergente la serie numerica
(4.7) Mi+My+. M+

Utile & la seguente

PROPOSIZIONE — La convergenza totale di una serie di funzioni implica la sua
uniforme convergenza; cioé vale U'implicazione

(4.8) convergenza lotale = convergenza uniforme.

; nellingleme .

. _Ml'*ier,% ml-*ﬂf’lfki':lm_»'_ s
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una setie’ numertta conyergente, tale che | fi(x)| £ My per ogni xeéle per pgni k € N, Per il criterio del

confronto, si ha dunque clie. per ogni x €7 la sevie | £ ()] ()] + oot | firlx) |+ ... & converzente e

‘quindi che'la serie St Sfad i+ fe+o.. converge puntualmente in 7 ad una funziuns: F.
Indlcato eon R,, it Testo iwima tlella sena (4.9, clod posto - :

(410) F RU*'Z MA:
S . R L homsirk |
siba o
MH>,{H'TH;-“” L sl S R, ; el

,Enfatt;t, ) m:eﬂ, i lu o

muym?Lyﬁg:

R TR ;ﬁMw.zﬁJ

: ﬂw[ L

16‘:“(,76‘) én !< X If[e(xll*{ Z M&

';’H

Fassandq al lirmm per it s -boe, 8 ottiene-la (4 I 19,
ﬁcne (4.93 Lonvmge:, rigulti .

-MM}i ; f(fh;'f:Ji_th@mﬂ

8 pBlCiQ, ﬁqsatn £ > 0 esfste ve tale che, pea i = Vg sm R,, <: £ ne seglie che, pel # 2 Vg §i ha anclle.
gmzie ﬂl]a (4 lJ) '

.(4 15) A 3 |f(-=“'?'*fn(ﬂ§"iﬁ o - Vl’@f

da .cui-l’assr{gta‘ N

Esempio 1. Si consideri per ogni x € I = R la serie di funzioni

(4.16 ShH. - d )= o
) k=1fk ove felx) R YkeN .
Fissato k € I, la derivata della funzione fi(x) vale
3(.’( ﬁx4)
4.17 '

esi alnnulla per x — k. Si verifica facilmente (si veda il grafico in figura 1.9) che il punto x =k & di
massime assoluto per fz{x), mentre x = —k & di minimo assolutc, Risulta

1

(4.18) My =max{|fi(x)| xR} = f (k) = Tl YVkeN,

e la setie numerica di termine generale 1 /k3 & (una serie armonica generalizzata) convergente; pertanto
la serie di funzioni (4. 16) & totalmente convergente in R e quindi anche uniformemente e puntualmente
convergente su tutto R.
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Figura 1.9 - fi(x) = )64—_537;;:

Esempio 2. Un caso molo particolare di serie di funzioni
{4.19) Atht ot fit ..

& quello in cui ogni f; & costante sull’insieme 7 considerato. In tal caso se & fi{x) =ap per x €17,
la convergenza uniforme della serie equivale alla convergenza puntuale, mentre la convergenza totale
equivale alla assoluta convergenza della serie numerica ay. Si costruises quindi subito un esempio di
serie di funzioni (costanti) che converge uniformements ma non totalmente; basta infatti scegliere fi,
costante in /, uguale a (—1)*/k per ogni k € N,

11 teorema sulla continuitd del limite {paragrafo 2) implica il:

TEOREMA SULLA CONTINUTITA DELLA SOMMA. — La somma di una serie di
Junzioni continue convergente uniformemente & gnch’essa continia,

I teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale e di derivata (paragrafo 3)
implicano 1 seguenti analoghi risultati per le serie di funzioni; consideriamo a tale scopo la
serie

(4.20) iﬂ@
k=1

TEOREMA DI INTEGRAZIONE PER SERIE. — Sia fi una successione di Sunzioni
continue in un intervallo chiuso e limitato [a,b] e supponiamo che la serie (4.20)
converga uniformemente verso f in [a,b). Allora

b = rb
4.21 x)dx = x)dx
(+21) [ rwas=3 [ 5o
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' per detarminale l’maleme di rsonvelgenza, psserviamo Ghe
TEOREMA DI DERIVAZIONE PER SERIE. — Sia fi una successione di funzioni

derivabili con derivata continua in [a,b]. Se la serie (4.20) converge in [a,b] verso f,
allora f & derivabile con derivata continua in [a,b) ¢ risulta h

54} hmk‘lxki“'Fm T T N

Dm_lqua la .;se;ris {3.3) converge solo pgr xe=(),

:
[ f
| (4.22) Fw =3 f, Vxelab] , . . .
| k=1 Esempio 2, Considerata la serle di potenze . _ :
! purché la serie delle derivate converga uniformemente in [a,b]. : S W - o |
‘ (5.5) e _ kgb R | :
_ veriﬁchlamo che 8554 Couverge (assolutamente) per ogm xE R Infam si ha '
z * Talvolta la formula (4.21) si riscri S +1 | '
| . ormula (4.21) si riscrive nel modo seguente (5.6}. Co o xk S+ 11 Jim: " -0, LT wweR
b o il b =.I =L et k\w-}w xk/kr k-“}%k"l"l S ) P B L. )
(4.23) fa 2 Jelx)dx = 2 ./a Se(x)dx ; e quindi 1'agserto, prazie al eriterie del rapporto. '
=1 =1 _
e si dice che la serie (4.20) pud essere integrata termine a termine. Esemplo 3, Per la serie di potenze
Analogamente, la formula (4.22) si pud riscrivere S i P
5.7 L Y TR
, e &
(4.24) Y AW ) =3 A, V€ [a,8], Slh%". _ L .
- =1 (5__3-}- : o tim [45H1 £k o 22’«*" ]x| k4 I l;?ci _
i ¢ si dice che la serie (4.20) pud essere derivata termine a termine. o ke | A%/ (ko 1)2 g 2 k+2 ,
e dunque, essa converge per x| < 2. Se poi [¢] > 2, |x\"‘/?,"{k + 1) tende a+ e v qumd1 la serle (5.7)
5. Serie di potenze NOT GoNYRrge,
. Le considerazioni precedenti non si applicano al cascz X :i*z Tuttawa osserviamo che, perx = 2,
, Consideriamo la serie geometrica di ragione x € IR, cio¢ la serie essa 31 rlduca alla serie armonica : :
i _ = ST
1 ‘ oo (5.9) ‘Zwm1+r~+..-.+.—+.ﬁ.
| (5.1) DI R RN Skl 2 e
‘ k=0

che diverge, mentre, per ¥ = —2 si ridueg alla serie m’mmica-altemata, che converge, In definitiva

Essa ¢ una particolare serie di funzioni che converge per x € (—1,1), e non converge per I'insieme di convergenza & I'intervallo {-2,2}.

; |x| > 1. Per tale motivo I'intervallo (—1,1) & ['insieme di convergenza della serie (5.1).

i / ’ ) ¢ . . . s . veo . ,
b Pitiin generale, data una successione di numeri reali ax, k=0,1,2,.. ., si poneil problema Negli esempl precedenti si & visto che‘l ar‘zs;eme di convergenza & sempre un intervatlo,
di determinare I'insteme dei numeri x € IR tali che la serie di potenze eventualmente ridotto ad un sol punto o coincidente con R.
Pil precisamente vale il seguente tcorema.
(5.2) Zakx"‘:a0+a1x+a2x2+...+anx"-{—...
k=0

TEOREMA 1. — Data la serie di potenze (5.2) si verifica sempre una delle seguenti
circostanze.

i) la serie converge solo per x =0
! \ . o ii) la serie comverge per ognix € R
Esempio 1, Considerata la serie di potenze iit) esiste un numero reale p > 0 iale che la serie converge per |x| < p e non converge
per |x| > p.

sia convergente, ciod 1'insieme di convergenza della serie (5.2). Tale insieme & certamente «
non vuoto, in quanto contiene sempre lo zero.

(53) o 3 K,

=l




