17. Sistemi lineatri.

Ricordiamo che se[N allora col simboloJindichiamo l'insieme {1, 2, 3, 4, ..... , p}-

17.1. Definizione Diremosistema lineare di m equazioni in n incogniteinsieme di m equazioni
lineari (cioé di  grado) del tipo

(etw) ayXy +aXo+ Xzt aXgt . ... taX, = by

(eth) &1Xy + @Xo+ @aXzt BXg t ... t X, = by

(eCh) ag1Xy + @Xp + @gaXz + &gXg t ... + &pX, = b

(€Qy) Xy + apXo + ayaXz t auXg t ... +a, = by

(€Cn) @niXy + @nXo + 8naXa + @ngXa T - + GinXn = by
dove (X, Xo, X3, Xgs -+ , %)) € la n-upla delléncognite
Per ogni Ul il numero reale b si dicetermine noto della i-esima equaziori®er ogni coppia di

indici (i, j)Ul,x1, il numero reale asi dicecoefficiente dell'incognitanella i-esima equazione

17.2. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionienglincognite (w, X, vy, z)

2w +2x-y+32 =15
w-3y+2z=7
3w -2x-17y+7z =26

E’ facile rendersi conto che é possibile rappresmentiale sistema anche nei due modi seguenti:

(2 2 -1 3] 15
X

() 1 0 -3 2 =7

3 -2 -17 7||7| |26

- -z

[2 2 [ -1 3 15
(1 liw+| O |x+| -3 |y+|2(z=|7

13 -2 | —17 7 26
Si noti, inoltre, che
2 2 -1 3 2 2 -1 3
11,/ 0|,| -3]| e |2]| sonoproprio le colonne dellamatrick 0 -3 2]|.
3 -2 =17 7 3 -2 -17 7

Ora, generalizziamo quanto visto nel’lEsempio 17.2.
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Con riferimento a quanto visto nella Definizionelldefiniamo tre matrici A, X e B come segue

1 Y2 X3 M4 - - - - Ap X1 by
apy Ay a3 Ay - . . . Ay X2 by
a3 az a3 a4 - - - . Az X3 b3
A= a41 a42 a43 a44 e a4n X = X4 B:= b4
[8m1 8m2 9m3 8m4 - - - - 8mn] [ Xn_ | Bm

Le colonne di A sono

a1 =1W) 3 N4 an
azy azo az3 any aon
azy azp az3 azy azn
Al — A2 — A3 — A4 — An —_
=1 ag1 |, =] a2 |, =] as3 |, =l agg |y , = | a4n
| Qm1 | | Am2 | | Am3 | | Qm4 | | @mn |

E’ facile convincersi che il sistema lineare del&inizione si puo rappresentare nei seguenti modi

&1 ¥ X3 ¥4 - - - - Ap |l Xg by
a1 @y a3 a4 - . - . Ap|[X2 b,
azy Az azz a4 - - - - A3n || X3 by
() a1 @2 3 @4 - - - . An||Xq| =| by
8m1 am2 am3 A4 - - - - Amn]|Xn] [ Pm]
OovVvero AX =B
a1 &2 X3 A4 a1n by
any any as3 ana azn by
azy az az3 azy azn b3
(I g1 (Xy+ | g2 [Xpt | @43 (X3t | 8gq [Xg+ .o+ @gp | Xn=| by
| m1 | | Am2 | | Am3 | | 8m4 | | @mn | | Bm |
ovvero Ay + A+ Adxg + Ay + o+ A, =

17.3. Definizione.Quando useremo la rappresentazione (I) diremal @istemae scrittoin forma

matriciale mentre quando useremo la (1) diremo chegtemaé scrittoper colonne
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Sia C := [A|B] la matrice di tipo #(n+1) che si ottiene “affiancando” la colonna Baathatrice A.

a1 @y @3 &4 .- - - - A b
ay) @y a3 ay . . . . apb
agy agy agz A - - - . agy b3
C=[AB]l=|ay as a3 aq - . . . &by
@m1 am2 @m3 @m4 - - - - mnbm_

17.4. Definizione Per un sistema lineare AX = B diremo che

A é lamatrice dei coefficienth matrice incompletalel sistema,;

X e la (matricefolonna delle incognite

B é la (matricefolonna dei termini noti

C =[A|B] é lamatrice completalel sistema.

17.5.0sservazionePer il Teorema 9.22, lo spazio L2 A3 A% L AT generato dalle colonne

di A e un sottospazio dello spazio L2 A3 A% ..., A" B> delle colonne di C. Per cui si ha che

17.5.1. Ta< Cc

17.5.2. dim@x <dim¢%c ovvero rg(Ag rg(C) (per I'Osservazione 10.14.1)
17.53. @p=Cc <= dim@a=dim©cc (per 'Osservazione 10.14.2)

17.6. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionienglincognite (w, X, vy, z)
2w +2x-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w -2x-17y+7z=26

2 2 -1 3 W 15 2 2 -1 3|15
X
A=|1 0 -3 2 X = B=|7 C=[AB]=|2 0 -3 2|7
3 -2 -17 7 y 26 3 -2 =17 7|26
z
2 2 -1 3 2 2 -1 3] |15
<{1|,/0|,]| -3|,|2| > ésottospaziodi|4|,| 0O |,| -3|,|2]|,]|7|>

3 -2 -17 7 3 -2 -17 7 26
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17.7. Definizione Dato un sistema lineare AX = B nelle incognitg, §, X3, X4, -.... , %,) diremo
che lan-upla ordinata di numeri reali §4, 05, 03, Oy, ..... ,a,) € UNA soluzione del sistemse
sostituendo ordinatamente i numeri resalj a,, 03, 04, ..... ,a, alle incognite X, X9, X3, X4, ... ' X

in ognuna delle equazioni si ottengono sempre ddietita.

17.8. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionienglincognite (w, X, y, )

2w +2x-y+32 =15
w-3y+2z=7
3w -—-2x-17y+ 72 =26

E facile verificare che la quaterna ordinata (wy,xz) = (19, 1-2, —9) & una soluzione del sistema.
Riguardo all'esistenza di soluzioni di un sisteimaare abbiamo il seguente:

17.9. TEOREMA (Rouché - Capelli).Un sistema lineare ha almeno w@uzione se e solo se il
rango della sua matrice incompleta &€ uguale alcaedja sua matrice completa.

Dimostrazione. Sia Alxl + A2x2 + A3x3 + A4x4 + o +A'x,=B e C:=[AB].

Il sistema ha almeno una soluziowg, (@5, O3, Oy, ..... ,a)OR" =

= Al + Ao, + Adag + Atay + ...+ Ala, =B =

= B e una combinazione lineare delle colonne diA

-~ BO<AL, A2 A3 A% LA o

o <AL AZ A3 A% o AS=<Al A2 A3 A% AN Bs o

o a=% = dim%y=dim% - rg(A)=rg(C) m

17.10. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionlienglincognite (w, X, Y, z)

2w +2x-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w -2x-17y+7z=26

Abbiamo visto che tale sistema ha almeno una smteziFacciamo vedere che rg(A) = rg(C). Il

2 -1 3
determinante della sottomatricd -3 2| formata dalla prima, terza e quarta colonna di A é
3 -17 7

non nullo (é uguale a +3). Quindi, rg(A) = 3. Da= 83(A) < rg(C)< 3 si ha che rg(C) = 3.



17.11. DefinizioneUn sistema lineare AX = B si diemrmalese rg(A) = numero righe di A.

17.12. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionlienglincognite (w, X, Y, z)

2w +2x-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w -2x-17y+7z2=26

Abbiamo visto che rg(A) = 3 = numero righe di A.ili, questo sistema lineare & normale.

17.13. Lemma.n un sistema lineare normale il numero delle emqma € minore o uguale al

numero delle incognite.

Dimostrazione.Se AX = B é un sistema lineare normale con Amb trxn, allora rg(A) = m.

Da m =rg(A)< min{m, n} sihache nxn. &

17.14. Corollario. Un sistema lineare normale s@mprealmeno una soluzione.

Dimostrazione.Se AX = B é un sistema lineare normale con A tirxn, allora m< n. Quindi,
m < (n+1) da cui m = min{m, (n+1)}. Poiché mgA) < rg(C)< min{m, (n+1)} =m si ha che

rg(A) =rg(C) = m. Per il Teorema di Rouché - Céipksistema ha almeno una soluzion®

17.15. DefinizioneUn sistema lineare AX = B normaten A quadrata si dicgstema di Cramer

17.16. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionienglincognite (X, y, z)

2X-2=3
Sy+3z=1
X+y=2
2 0 -1
Sihache A0 5 3 |.Poiché detA=1#0 e rg(A) = 3. Quindi, il sistema € normale.
11 0

Poiché A e una matrice quadrata, questo sisterearné un sistema di Cramer.



17.17. Teorema. (Cramer)Jn sistema di Cramer ha un’unica soluzione.

Dimostrazione.Se AX =B e un sistema di Cramer allora, per defime, A € quadrata di rango
massimo. Per cui A & non singolare (cioe detd) e, quindi, invertibile.

E’ facile verificare che la colonna Y :=#B & una soluzione del sistema AX = B.

Infatti, moltiplicando la matrice A per la coloni¥a= A1B si ottiene

AY =AAB)=(AAH)B=1B=B

Quindi, sostituendo la colonna X con la colonna=\A1B si ottiene l'identita B = B.

Per cui, la colonna Y é una soluzione del sisterda=/B.

Proviamo che tale soluzione Y € unica.

Se Z fosse un’altra soluzione del sistema AX =IRyra si avrebbe l'identitéAZ = B. Da cui si

avrebbe Al(AZ) = A"1B. Cioe (A(lA)Z =Y ovvero IZ=Y e,infine Z=Y.N

17.18. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionlenglincognite (x, y, z)

2x—-z2=3
Sy+3& =1
X+y=2

Abbiamo gia visto che questo e un sistema di Cramer

2 0 -1 3 3 1 -5
Sihache AS0 5 3| e B=[1].Inoltre, A1=|-3 -1 6
11 0 2 5 2 -10

Quindi, l'unica soluzione del sistema € la colonna

3 1 -5][3 0
Yy=A1B=(-3 -1 6 [|1]|=]| 2
5 2 -10(|2 -3

Ovvero, laterna (x, y, z) = (0, 23) e I'unica soluzione del sistema.
Si noti che tale sistema RANA unica soluzione data dalla terna (0;-3).

NON ¢ corretto dire che x =0, y = 2 e 23 sonOoTRE soluzioni del sistema.



17.19. Teoremaln sistema lineare normale non di Cramer ha it@isoluzioni.
Dimostrazione.Se AX = B e un sistema lineare non normale di @raafiora rg(A) = m <n.
Quindi, tra le n colonne di A ne esistono m lineante indipendenti che fomano una basé’gli.

Per comodita supponiamo che siano le ultime (m). Rappresentiamo il sistema per colonne

(#) Al + A%+ AN+ L AN A A o+ L+ A, = B

Ora, scegliama piacereuna (n— m)-upla ordinata di numeri rea .1, Bm+2 Bz -+ Br)-
Sostituendo in tutte le equazioni del sistema i @umealip, .1, B+ Bm+a -« , B, ordinatamente
alle incognite %41, Xme2 Xmezs - , %, otteniamo

Alxy + A%y + Adxg + .+ AT+ AT AR+ L+ AR, S
ovvero
Alx, + A%y + Adxg + Ad, + o+ A = B= (A™B + AR o+ L+ AR
Ponendo
o ATi=[AL|AZ A3 A% LAY
(cioe A* e la sottomatrice di A ottenuta cancellardh A le sue ultime (rm) colonne)

- B :=B- (Am+l[3m+1 + Am+2Bm+2 o +A'B,)

si ottiene unnuovo sistema lineare di m equazioni nelle m incogXie Xy, X3, X4, ..... » Xm)
(v) Al + A%, + Adxg + Ay + o+ A = B
La matrice incompleta di questo sistema e la matngigadrata A= [A1 | A2 | A3 | A4| ..... | A1

formata dalle prime m colonne della matrice A. Réitali colonne sono linearmente indipendenti
la matrice A ha rango massimo m. Quindi, il sisterwg € un sistema di Cramer.
Sia @1, 05, O3, Oy, ..... ,d,,) l'unica soluzione del sistema& ), cioé si ha la seguente
Ala, + A%a, + Ao + A%, + ...+ Al = B’
E’ immediato verificare che la n-upla oy, 03, Oy, ..... Oy Bt B Bmags -+ ,Bn) € una

soluzione del sistemaiziale (#). Infatti, sostituendola all'n-upla delle incognii ha

Aloy, + Ao, + Ao + ...+ Al + AR+ AR o+ L+ AR =

= B* + Am+1[3m+1 + Am+2[3m+2 T + Aan =

=B-(A™PR .+ AR L+ L+ AR AT+ A™R o+ L+ AR =B
Quindi, per ogni sceltadella (n— m)-upla By+1, B2 Bmszr -+ ,B), Si ottiene un’unica soluzione

del sistema linearas(). Di conseguenza, il sistema lineadg pa infinite soluzioni. B
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17.20. DefinizioneNel Teorema 17.12 abbiamo visto che un sistermeata puo avere infinite

soluzioni che dipendono dalla scelta di una ¢n)-upla di numeri reali.

In tal caso diremaheil sistema hard™™ soluzioni

17.21. EsempioConsideriamo il sistema lineare di 3 equazionlienglincognite (w, X, Y, z)
2w +2x-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w -2x-17y+7z =26

w
2 2 -1 3 15
X
Sihache A1 0 -3 2|, X= e B=|7].
3 -2 -17 7 Y 26
z
2 -1 3
Abbiamo gia visto che il determinante della sottbina A'’=|1 -3 2| formata dalla prima,
3 -17 7

terza e quarta colonna di A e uguale a +3. Perlauprime, terza e quarta colonna di A sono
linearmente indipendenti. Quindi, scegliamo la seleoincognita x, poniamola ugualefae
portiamola a secondo membro. Si ottiene il seguaa@vo sistema nelle tre incognite (w, y, z)
2w -y+3 =15-2f3
w-3y+2z=7
3w-17y+7z=26+23

Tale sistema € un sistema di Cramer.

2 -1 3 w 15- 23 13 -44 7
Sihache A={1 -3 2| ,X=|y|.,B=| 7 |e@)y=@3)l-1 5 -1|.
3 -17 7 z 26+ 20 -8 31 -5

Quindi, 'unica soluzione di tale sistema e

13 -44 77[15-2B 23-4p
AYB=(@/3) -1 5 -1 7 =] -2
-8 31 -5||26+2B| |-11+2B
Per cui, I'unica soluzione € la terna (w, y, zP3<43, -2, -11+23).
A guesto punto e immediato rendersi conto che &eagoa (w, X, y, z) = (2313, B, -2, -11+) e
una soluzione del sistema iniziale. Essendo imfipibssibili valori di3, si ha che il sistema iniziale

ha infinite soluzioni dipendenti dal parameff.o
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17.22. DefinizioneDati duesistemi lineariAX =B e AX =B con A di tipo nxn, A di tipo ltxn,
diremo che son@quivalentise hanno le stesse soluzioni. Si noti che affirdin@ sistemi siano
equivalenti € necessario che abbiano lo stesso noudieincognite mentre, in generale, nén

necessario i due sistemi abbiano lo stesso numegudzioni.

17.22. Definizione Dato un sistema lineare le seguenti azioni:

(1) scambiare due equazioni tra loro;

(2) moltiplicare un’equazione per un numero reate0;

(3) aggiungere ad un’equazione un’altra equaziookipficata per un numero reale qualsiasi;

si diconooperazioni elementari sulle equazioni del sistema

17.23. OsservazioneConsideriamo le seguenti due equazioni lineari.

() axp+aXy+aXs+taxst ... +aXn =

(1)  cayXq + CaXy + CagXz + CgXy + ..... +cax,=cb con&0

Si noti che I'equazione (Il) si puo scrivere ande¢ modo seguente

ClayXq + &Xy + @&Xz + aXs + ..... +@X,) = cb

cioé I'equazione (Il) & stata ottenuta dall’equazigl) con I'operazione elementare (2).

Si vede subito che una n-upla(a,, 03, 0y, ..... ,ap,) € una soluzione dell’equazione (l) se e solo
se la n-uplad, a,, a3, g4, ..... ,dy,) € una soluzione dell’equazione (lI).

Quindi, le equazioni (I) e (II) hanno le stessduzioni.

17.24. OsservazioneConsideriamo le seguenti tre equazioni lineari.

() axgtaxy+axgtax,t ...+ ax, =T

() byxq + Xy + bxg + byXs + ... +hx,=s

() (artdbyx; + (a+dby)x; + (astdby)xs + (atdly)x, + ... + (g+dby)x, =1 + ds

Si noti che I'equazione (lll) si puo scrivere ancted modo seguente

(3qXq + &Xy + &Xg T aXg + ... + axp) + d(bxy + boXx, + byXg + Iyx, + ... +hx,) =r+ds

cioé I'equazione (lll) & stata ottenuta dalle edoiaiz(l) e (II) con I'operazione elementare (3).

Si vede subito che se la n-uptg (a5, 03, 0y, -.... ,a,,) & soluzione delle equazioni (I) e () allora
tale n-upla & anche soluzione dell’equazione (lhpltre, se la n-uplapq, By, Bs, Bas ----- B €

soluzione delle equazioni (Il) e (lll) allora taleupla & anche soluzione dell’equazione (1).
Quindi, se (1) e (Il) sono due equazioni di unesish lineare AX = B allora esso e equivalente al

sistema lineare X = B che si ottiene sostituendo I'equazione (I) coguazione (ll1).
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Tenendo conto delle Osservazioni 17.23 e 17.24 subito il sequente

17.25. LemmasSia AX =B un sistema lineare. Se agiamo su di &80 un numero finito di

operazioni elementari, allora otteniamo un sisténeare AX = B equivalente a quello iniziale.

17.26. OsservazioneSia AX =B un sistema lineare. Se un’equazionesiidbma € combinazione
lineare di altre s equazioni del sistema, alloraspomo supporre che sia l'ultima equazione (se cosi
non fosse possiamo effettuare uno scambio di eguidziA questo punto, tramite s operazioni
elementari del tipo (3) si puo ottenere un sistéta= B (equivalente a quello dato per il Lemma

precedente) che ha come ultima equazione I'idetitaD.

Tenendo conto dell’Osservazione 17.26 si ha stiseguente

17.27. Corollario. Se un’equazione di un sistema lineare € combinaZioeare di altre equazioni

del sistema, allora eliminando tale equazionetsra un sistema equivalente al sistema dato.

17.28. OsservazioneSi noti che ogni operazione elementare sulle rigjhen sistema corrisponde

ad un’operazione elementare sulla matrice C = [A{Bhpleta del sistema, e viceversa.

17.29. Corollario. Sia AX =B un sistema lineare. Sia C = [A|B] la nw@ completa del sistema. Se
la matrice_C=[A|B] e stata ottenuta dalla matrice C con un numeritofdi operazioni elementari

sulle sue righe, allora il sistema linear¥ AB é equivalente al sistema iniziale.

17.30. TEOREMA. Sia AX = B un sistema linealNON normale Se tale sistema ha almeno una

soluzioneallora esso € equivalente ad un sistema lineare normale.

Dimostrazione.Sia AX = B un sistema lineare non normale con i mxn e sia C = [A|B].

Se esso ha almeno una soluzione allora (per ilefeardi Rouche-Capelli) rg(C) =r =rg(A) <m.
Quindi, tra le m righe di C ve ne sono r linearneeindipendenti. Tali r righe sono una base dello
spazio delle righe di C. Per cui ognuna delle dltne-r) si pud scrivere come loro combinazione
lineare. Sia_G= [A|B] la matrice che si ottiene da C cancellando quéste r). Il sistema lineare
AX =B (cioe quello ottenuto da quello iniziale eliminankk equazioni che sono combinazioni
lineari di altre equazioni) & equivalente, perdr@llario 17.27, al sistema iniziale. Inoltre, si the
numero righe di A =r =rg(A). Quindi, YA=B e un sistema lineare normald
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18. Sistemi lineari omogenei.

18.1. Definizione.Sia AX = B unsistema linearedi m equazioni in n incognite. Se la (matrice)

colonna B dei termini noti & la colonfaulla, ovvero sono nulli tutti i termini noti
(eCw) ayiXg+aXo+aXgtaXgt ... T80 =
(€C) ByXg + BXp + Bz + BgXg * .o + BXn =
(€Ch) 81Xy + BgpXp + BgXg + BggXg + ... + BX =
(€Cy) @yiXy + @yXo + Xzt @Xg .t @K =

(EGn) aniX1 + anpXo + anaXa + dnaXa t ..o + Xn =

allora diremo che il sistemacgnogene@ scriveremo AX 9.

18.2. OsservazioneE’ immediato verificare chegni sistema linearemogeneaoin n incognite ha
almeno unasoluzione. Infatti, la n-upla nulla (0, 0, 0, 0,.,.0), cioé la colonng, & una soluzione

del sistema lineare omogeneo AX=
18.3. Definizione.Sia AX =0 un sistema lineare omogeneo in n incognit. La |ulazione data
dalla n-upla nulla (0, 0, 0, O, ..... , 0) viene deitduzione banaleOgnialtra sua soluzione (quindi

diversa da quella banale) viene deitdosoluzione

18.4. EsempioSi consideri il seguente sistema lineare omogen8cequazioni in 3 incognite

X1—X3=0 1 0 -1
X2+X3:O A=(0 1 1
xl—x2=0 1 -1 O

E’ facile verificare che la soluzione banale (00P¢ la sua unica soluzione.

18.5. EsempioSi consideri il seguente sistema lineare omogendcequazioni in 4 incognite

2X1+Xp +4X3+X4 =0 21 4 1
3X1+2Xo —X3—-6X4 =0 A= 3 2 -1 -6
X1+8X3+7X4=0 10 8 7
7X1+49 +6X3-5X4 =0 7 4 6 -5

La quaterna (0, 0, 0, 0) € la soluzione banaleyuaerna (1, 151, 1) € una autosoluzione.
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18.6. TeoremalUn sistema lineare omogeneo AXJ3#n n incognite ha autosoluzioni se e solo se |l
rango della sua matrice incompleta A € minore dehero n delle incognite.

Dimostrazione. Sia A'x; + A%, + A3xg + A%, + ... + A'x, = 0.

Il sistema ha almeno una autosoluziong {5, 03, Oy, ..... ,a,)#(0,0,0,0, ..... ,0) =

= Al + Ao, + Adag + Atay + ...+ Ala, =0 -

= le n colonne di A sono linearmente dipenderti

= Ahas < n colonne linearmente indipendenrti rg(A) =dimca=s<n < rg(A)<n R

18.7. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo dell’Egsenil8.4. Esso aveva solo la
soluzione banale. Verifichiamo che il rango della shatrice completa & uguale al numero delle sue

incognite. Si ha che detA =20 e, quindi, rg(A) = 3 = numero incognite.

18.8. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo dell’Eseni8.5. Esso aveva almeno una

autosoluzione. Verifichiamo che il rango della soatrice completa € minore del numero delle sue
incognite. Col metodo di Gauss-Jordan applicata mdatrice A si trova una matrice a scalino A’

avente una riga nulla. Quindi, rg (A) = rg(A’) =34 = numero incognite.

Tenendo conto che se A e di tipam allora rg(A)< min{m, n} si ha il seguente

18.9. Corollario. Se in un sistema lineare omogeneo il numero @ellmzioni € minore del numero

delle incognite, allora esso ha sicuramenttosoluzioni.

18.10. EsempioSi consideri il seguente sistema lineare omogen8cequazioni in 5 incognite

X1+4Xo +2X3-3X5=0 142 0 -3
2X1+9X2+5X3+2X4+X5=0 A=|2 9 5 2 1
X1+3X2+X3—2X4—9X5:0 1 31 -2 -9

Poiché il numero delle equazioni € minore del nunt&ile incognite, tale sistema ha autosoluzioni.

Infatti, si puo verificare che (21, 1, 0, 0), (8-2, 0, 1, 0) e (0, 4, 1, 0) sono autosoluzioni.

Poiché una matrice quadrata ha rango massimoae eesé non singolare si ha il seguente

18.11. Corollario.Un sistema lineare omogeneo quadrato (cioé core taguazioni quante

incognite) ha autosoluzioni se e solo se la suaiceahcompleta e singolare.
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18.12. EsempioSi consideri il seguente sistema lineare omogein&8cequazioni in 3 incognite

X1+2X3=0 1 0 2
X2+X3:0 A=/0 1 1
X1—2X2 =0 1 -2 0

E’ facile verificare che detA = 0 e la terna (2;-1) € una sua autosoluzione.

18.13. Tabella.Sia AX =0 un sistema lineare omogeneo con A di tipennSi ha che:

e m<n - " "9A) soluzioni

M= det(A) £ 0= lasoluzionebanalea|'unicasoluzione
~ |detd) = 0= " "9A) sojuzioni

S {n =rg(A) = lasoluzionebanalea|'unicasoluzione
*'m>n -

n>rg(A) = " "9A) soluzioni

18.14. DefinizioneCon /g indicheremo l'insieme delle soluzioni del sistelim@are AX = B.

Se il sistema ha n incognite, allorag € un sottoinsieme (anche vuoto) dir

18.15. TeoremaSe AX =0 un sistema lineare omogenea in n incognite, @llok, < R".
Dimostrazione.L'insieme ¢, ; € non vuotgoiché la n-upla null@ e una soluzione di AX 8.

Proviamo ora che/,, € chiuso rispetto alla somma di due n-ujgiee che se Y e Z sono due n-

uple di¢/q allora anche (Y+2) e una n-upladjg,.

Se Y e Z sono due n-uple di,, allora AY =0 e AZ =0 sono due identita. Sommandole membro a

membro si ottiene l'identita AY+AZ 8 +0 da cui l'identita A(Y+Z) =0. Per cui (Y+Z) € una
soluzione di AX =0 e, quindi, (Y+Z) e una n-upla dij,.

Infine, proviamo che, 4 € chiusa rispetto al prodotto di un numero reast@lare) per una n-upla

cioe sea € un numero reale e Y e una n-upla dig} allora anched(Y) € una n-upla dizy .

Se Y & una n-upla di di/5q allora AY =0 e un’identita. Moltiplicando entrambe i membriteie
identita pera si ottiene l'identita a(AY) = a0 da cui l'identita A@Y) =0. Per cuiaY € una

soluzione di AX =0 e, quindi, @Y) € una n-upla di/,. ®
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Omettiamo la dimostrazione del seguente

18.16. TeoremaSe AX =0 € un sistema lineare omogenea in n incogniterallo

dime g =n-rg(A).

Vediamo quanto affermato nel Teorema 18.16 comakesempi.

18.17. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo dell'Esieni8.5

2X1+X2+4X3+X4:O 21 4 1
3X1+2X5 = Xq—6X4 =0 3 2 -1 -6
(') 1 2 3 4 A=
X1+8X3+7X4=0 1 0 8 7
7X1+42+6X3—5X4=0 7 4 6 -5

Applicando il metodo di riduzione di Gauss-JordHa matrice A si ottiene la matrice a scalino

1 0 8 7

01 -12 -13
H=

0 0 1 1

00 O 0

Quindi, rg(A) =rg (H) = 3.

Inoltre, il sistema lineare omogeneo inizia¥e € equivalente al sistema lineare omogeneo

X1+8X3+7X4=0 1 0 8 7
(%) 1X2 —12x3-13x4 =0 A=/01 -12 -13
X3+X4=O 00 1 1

Poiché le prime tre colonne di A’ sono sicuramdimtearmente indipendenti, portando l'incognita

X4 a secondo membro e ponenda=f3, otteniamo il seguente sistema di Cramer

X1 +8x3 =-73 1 0 8
(#) {X2 —12x3 =13 A’=10 1 -12
X3=-P 00 1

L'unica soluzione di4) é la terna (x X, X3) = (B, B, —B). Per cui, per ogni valore reale @lila

quaterna (x X,, X3, X4) = (3, B, —B, B) € una soluzione del sister®)(e, quindi, del sistemae|).

Per cui il sottospazio delle soluzioni dt)( e o ={(B,B, B, B)DR4|[3DR}. Inoltre, poiché
(B,B,-B,B) =B(1, 1,1, 1), la quaterna (1, ¥1, 1) € un generatore del sottospazjgq,. Essendo

(1, 1,-1, 1) anche linearmente indipendente (& diversia dglaterna nulla) si ha che la quaterna

(1, 1,-1, 1) & una base diy,. Per cui dim/yg = 1 = 4- 3 = n—rg(A).
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18.18. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo dell’Eseni8.10

X1 +4Xo +2X3-3x5=0 142 0 -3
(V) 2X1+9X2+5X3+2X4+X5=0 A=|2 9 5 2 1
X1+3X2+X3—2X4—9X5:0 1 31 -2 -9

Applicando il metodo di riduzione di Gauss-Jordla matrice A si ottiene la matrice a scalino

1 420 -3
H=/0 11 2 7
0O 00 0 13

Quindi, rg(A) =rg (H) = 3.

Inoltre, il sistema lineare omogeneo inizia¥e € equivalente al sistema lineare omogeneo

X1+4X2+2X3—3X5=0 14 2 0 -3
(#) X2 +X3+2X4+7X5=0 A=1011 2 7
13x5=0 0O 00 0 13

Poiché le prima, la seconda e la quinta colonn&’ diono sicuramentéinearmente indipendenti,

portando le incogniteyxe x, a secondo membro e ponendo=a e x, = 3, otteniamo il seguente

sistema di Cramer

X1 +4Xo —3Xg = —-20 1 4 -3
(#) <Xp+7xg=-a -2 A’=10 1 7
13x5=0 0 0 13

L'unica soluzione di4) é la terna (x X, X3) = (20+803, —0—2[3, 0). Per cui, per ogni valore reale
di a e la 5-upla (%, X9, X3, X1, X5) = (204803, —a-2f3, a, B, 0) & una soluzione del sisten®) (e,
quindi, del sistemaw().

Per cui il sottospazio delle soluzioni #i)e @, = {(20+803, -a-2(3, a, B3, O)DR5 | a,BOR}.

Inoltre, poiché (2+8p3, —a-203, a, B, 0) =a(2,-1, 1, 0, 0) #3(8,-2, 0, 1, 0), le 5-uple (%1, 1, 0)

e (8,-2, 0, 1, 0) sono generatori del sottospazig.

Essendo (271, 1,0) e (82, 0, 1, 0) anche linearmente indipendenti (sifiwarisubito che non
sono proporzionali tra loro) si ha che B = ({2, 1, 0), (8;-2, 0, 1, 0)) e una base dj,,.

Per cui dim,g = 2 = 5- 3 = n—rg(A).
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18.19. EsempioSi consideri il sistema lineare omogeneo seguente

2X1 = 2X5 +3X3+6X4 +5x5=0 2 -2 3 6 5
4xq —5Xo + 7X3+3X4 —8X5=0 4 -5 7 3 -8
@) 8x1 -9z 13y +15x4+2x5=0 |8 -9 13 15 2
10X 12X +17x3 +12x4 —~11X5 =0 10 -12 17 12 -11
6Xq — 7Xp +10x3 +9X4 —3X5 =0 6 -7 10 9 -3
14xy —17xp +24x3+15x4 -19x5 =0 |14 -17 24 15 -19

Applicando il metodo di riduzione di Gauss-JordHa matrice A si ottiene la matrice a scalino

(2 -2 3 6 5]
0 1 -1 9 18
0O 0 O O O

H= uindi, rg(A) =rg (H) = 2.
60 0 0 0 Q g(A) =rg (H)
0O 0 O O O
0 0 0 0 0}

Inoltre, il sistema lineare omogeneo inizia¥e € equivalente al sistema lineare omogeneo

(*) 2X1—2X2+3X3+6X4+5X5:0 A= 2 -2 3 6 5
Xp —X3+9x4 +18x5 =0 |0 1 -1 9 18

Poiché le prima e la seconda colonna di A’ sonedimente indipendenti, portando le incognge x
X4 € % a secondo membro e ponendc=xX2a , X, =3 € X% = 2y, otteniamo il sistema di Cramer
St S
L'unica soluzione di4) e la coppia (x X)) = (-a—123-41y, 20-9B3-36y). Per cui, per ogni valore
reale dia, B ey la 5-upla (%, X5, X3, X4, X5) = (-—-123-41y, 20-9B-36y, a, B, y) € una soluzione
del sistema#%) e, quindi, del sistema (). Per cui il sottospazio delle soluzioni #i)(e
Uno = {(~a—-12B-41y, 20-9B-36y, a, B, Y)OR® | a,B,yOR}

Inoltre, poiché

(—a-123-41y, 20-9B-36y, a, B,y) =a(-1, 2, 1, 0, 0) B(-12,-9, 0, 1, 0) #(-41,-36, 0, 0, 1)
le 5-uple €1, 2, 1, 0, 0),€12,-9, 0, 1, 0) e<41,-36, 0, 0, 1) sono generatori del sottospazig.

-1 21]100

Inoltre, la matrice] -12 -9 |0 1 0| che ha come righe quelle tre 5-uple ha sicuramente
-41 -36|0 0 1

rango 3 poiché contiene come sottomatrice la neatrigtaria di ordine 3. Quindi, quelle tre 5-uple

sono linearmente indipendenti e formano una basé gli Per cui dini/yg = 3 = 5- 2 = n—rg(A).
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La proprieta vista nel Teorema 18.15 non vale g&temi lineari non omogenei. Infatti,

18.17. Osservaziond.’'insieme delle soluzioni di un sistema linegm@n omogeneo AX =B in n

incognitenon & un sottospazio di'R

Dimostrazione.Se AX = B e un sistema lineare nomogeneo, allora B 0. Poiché A=0% B, la

n-upla nulla0 non e una soluzione del sistema e, quindi, norrdiepe a-/,g. Poiché I'elemento

neutro0 rispetto alla somma non appartieng/g; , €sso non e un sottospazit Ra

18.18. DefinizioneSe AX = B € un sistema lineam®n omogeneo (cioe B 0), allora il sistema
lineare omogeneo AX 8 (cioé avente la stessa matrice A dei coefficievigne dettosistema

omogeneo associatl sistema lineare AX = B.

18.19. TeoremaSia AX =B un sistema linear®n omogeneo in n incognite avente almema

soluzione e sia yunaqulunque di esse, ovvero AY=B e un'identita.

Una n-upla ZIR" & una soluzione del sistema AX = B

se e solo se

Esiste una n-upla gIR" soluzione del sistema omogeneo associato AXate che Z = ¥ + X,

Dimostrazione. (}) Supponiamo che la n-upld1R" sia una soluzione del sistema AX = B. Per cui

AZ =B e un identita. Sottraendo membro a membrdatiaidentita I'identita Ay, =B otteniamo
lidentita AZ—AYID = B-B da cui l'identita A(Z—Yp) =0. Quindi, la n-upla (ZYp) € una soluzione
del sistema omogeneo associato AR #onendo ¥ = (Z-Y ), abbiamo che esiste una n-uplg X

soluzione del sistema lineare omogeneo associetcha Z = Y, + X,

(M Supponiamo ora che esista una n-upla"Hd& tipo Z = Yo + X dove X, € una soluzione del
sistema omogeneo associato AX = 0. Per cuy AX e un’identita. Sommando membro a membro
a tale identita lidentita AY=B otteniamo lidentita A¥+AY,=0+B da cui [lidentita

A(Y p+Xp) = B. Quindi, la n-upla Z = (¥+X,) € una soluzione del sistema AX = B
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19. Autovalori e autovettori di una matrice quadrata.

19.1 OsservazioneSe A € una matrice quadrata ad elementi realrdine n e H € una matrice
(colonna) ad elementi reali di tipo<h (cioé una n-upla ordinata di numeri reali), alléat matrice

AH é una matrice (colonna) ad elementi reali dv i1, cioé AH e dellstesso tipadi H.

19.2 EsempioSe A é quadrata di ordine 3 e H e di tipd &llora AH e di tipo 31.

3 0 2 1 3 1 7
A=101 0 H=[-2| AH=|-2 K=|0] AK=|0
6 0 4 0 6 2 14

Si osserviche non esiste un numero reflale che AH {3H, mentre AK = 7K.

19.3 OsservazioneSe A € una matrice quadrata ad elementi realrdine n e sé é la matrice

(colonna) nulledi tipo nx1 alloraper ogni numerorealef si ha che & =0 =f30.

19.4. Definizione.Sia A una matrice quadrata ad elementi reali dine n. Se esistono un numero
reale e una matrice_(colonhad elementi reali nonullaH di tipo nx1 tali che AH =3H allora
diremo che3 é unautovaloredi A e che H é uautovettoredi A relativo all’autovalores.

Quindi, H# 0 € un autovettore di A se e solo se AH € un muitiplH.

19.5 EsempioConsideriamo ancora la matrice dellEsempio 19.2egjuenti vettori colonna

1 2 0
K=10 Hy=| 0 Hz=|1
2 -3 0

Abbiamo gia visto che AK = 7K. Inoltre, é facilerifecare che AH = OH, e AH3 = Hz . Quindi,
- K e un autovettore di A relativo all'autovaldde = 7;

- H, € un autovettore di A relativo all'autovaldse = 0;

- H3 @ un autovettore di A relativo all’autovaldsg = 1.

La colonna H del’Esempio 19.2 non e un autovetthrd poiché AH non e un multiplo di H.

19.6. OsservazioneSi noti che, per definizione, un autovettore evettore non nullo mentre,

come abbiamo visto nel’lEsempio 19.5, un autovapar& anche essere uguale a zero.
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19.7. Lemma.Se A é una matrice quadrata ad elementi realrdlne n, allora det(A Al,)) € un
polinomio a coefficienti reali di grado n nella atdrminata\.

Inoltre, il suo termine djrado ne (—1YA" mentre quello djrado zeroe detA.

Dimostrazione. (per induzione sull'ordine n della matricg./A5e n =1 allora A = [g] e
det(A—Aly) = (a1 —A) =— A + a1 = (1)1 A1 + detA
Quindi, per n = 1 (base induttiva) la tesi € vera.

Ora, (ipotesi induttiva) supponiamo che la tesivgim per (- 1) proviamo la tesi per n.

Osserviamo che s, &2, &3, &4, ----- , &n Sono gli elementi della prima riga di A allora gli
elementi della prima riga di (AAl,) sono (1 —A), &2, &3, 84, -... , &n
Sviluppando il determinante di (AAl,) secondo la sua prima riga si ottiene

n .
det(A-Alp) = (ayg - Mdet(A=Alp)yg + Y (-1} ey det(A- ALy,
j=2

det(A-Al,) :=—Adet(A-Alp)11 +Zn: (—1)1+ja1jdet(A— Alp)qj
j=1
Poiché perognij=1,2,3,4,...,nla matrice—(AIn)lj € quadrata di ordine (nl), per l'ipotesi
induttiva, det(A-Alp)1; € un polinomio di grado (A1). Quindi, per ogni j=1,2,3,...,n, il
polinomio qjdet(A—)\In)lj ha grado minore o uguale a<rl). Per cuizn: (—1)1+ja1jdet(A— )‘In)lj
j=1
e un polinomio di grado minore o uguale a-(h). Invece, tA)det(A— Al,)11 € un polinomio di

grado n avente—Q)(=1)""1AN-1= (—1)\" come suo termine di grado n. Quindi, il polinomio

n .
det(A—Al,) = (FA)det(A— A1 +Z(—1)1+1a1jdet(A—)\In)1j e un polinomio di grado n avente
=1

(=1)™" come suo termine di grado n. Il termine di gradmzlel polinomio det(A- Al,,) € uguale

al valore detA assunto da tale polinomio quahdoO. W
Tenendo conto del Lemma 19.7 diamo la seguente

19.8 Definizione.Sia A una matrice quadrata ad elementi reali diner n. Il determinante della

matrice (A-Alp) viene dettgolinomio caratteristicadi A e viene indicato con il simbolg, fA).

PA(A) = det(A=Alp)
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52 r o L [B-N 2
19.9 Esemplo.A—{3 O} ?\Iz—{o J (A Mz)—{ 3 _J

PA(\) = det(A-Alp) =AZ -5\ - 6= A + 1) - 6)
B-\) 0 2

(A-Ag)=| 0 (@-A) 0O
6 0 (4-M)

19.10 Esempio.A = Al3

A
0
0

O O W
o +» O
A O DN
o > O
>~ O O

PA(N) = det(A-Alg) = A3+ 82 = 7\ =A(A — 1)(7-\)

0100 A O OO -A 1 0 O
. 3020 OANOO 3 - 2 O
19.11 Esempio.A = Ay = (A-Aly) =
0 2 0 3 0O 0OANDO O 2 -x 3
0010 0 0 0 A O 0O 1 -=A

PA(A) = det(A=Aly) =A* - 1A2+9=Q + 1) - 1) + 3)(A - 3)

19.12. TeoremaSia A una matrice quadrata ad elementi reali dinern. Un numero realg & un

autovalore di A se e solo se esso e una radigeatiabmio caratteristico di A, ciog,gf) = 0.

Inoltre, gli autovettori di A relativi all’autovate 3 sono tutte e sole le autosoluzioni del sistema
lineare omogeneo quadrato tA31,))X = 0.

Dimostrazione Un numero real@ e un autovalore diA= [H#0 : AH=BH =

 [MH#0: AH=B(IH) = MH#£0: AH=@I)H = [Hz0: AH-BI)H=0 -

< [MH#0: (A-Bl)H=0 < H éun’autosoluzione del sistema {8l )X=0 <

< il sistema lineare omogengaadrato (A — I,)X =0 ha autosluzioni <

= det(A-Blp) =0 = p,B=0 = B e una radice del polinomio caratteristico di Ml

2
19.13 Esempio.Gli autovalori di A = O} sonoA; =-1, A, = 6.

[EEN
o

19.14 Esempio.Gli autovaloridi A =0 SONoOA;=0,A =1, A3=7.

(o))
o
SN

19.15 Esempio.Gli autovalori di A = sonoA;=-1, A, =1, A3=-3, A, =3.

o O w o
O N O -
= O N O
o w O o




19.16 EserciziTrovare i polinomi caratteristici e gli autovalokelle seguenti matrici:

2 1 1

A=|2 3 4 PAA) =-A3+ A2+A -3 =(3-N)A -1 + 1)
-1 -1 -2
2 -1 1

B=|0 3 -1 Pg) =-A3+ 82— 20\ + 16 = (4~ A)(A - 2)?
2 1 3
211

C=|2 3 2 PcA) =23+ A2 =18\ + 7 = (7- A\)(A - 1)?
3 3 4
1010
1101

D= A) =A% = A3+ A2 =)\2(\ - 2)2
1010 Pp(A) (A - 2)
0111
1 2 0 3
-1 -2 0 -3

E= A=A = AN3 + A2 =)\2(\ - 2)2
0 0 2 0 Pe(A) (A -2)
1 2 0 3
3 -100
0 3 00

F= AN=nA-3)
1 0 31 PEA) = (4= 3)
0 1 0 3

21



19.17 EserciziTrovare gli autovettori delle matrici precedenti.

2 1 0

A - M=3,H=h 3 A=1,Hb=h-1| A3=-1,H=h| 1 OhOR-{0}
-1 0 -1
1 1

B - M=2,H=h-1 A=4,H=h-1 OhOR-{0}
-1 1
1 1 0

C - M=7,H=h2]00R-{0} Ap=1,H,=h 0| +k| 1 Oh,kOR2-{(0,0)}
3 -1 -1

0
1

D - M=0,H=h | XA=2,k=h | OhOR-{0)
1

-1

-2 -3 0 1
1 0 0 -1

E - M=0 H=h |+k No=2,Hp=h |4k Oh,kOR-{(0,0)}
0 1 0 1
1 0
0 0 )

F o~ M=8,H=h [+k | OhkIR{(0,0)
-1 0
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RICORDIAMO CHE _se p(x)JR[X] € un polinomio in x a coefficienti reali digglo n, allora

e un numero reala € una sua radice (cioég)(= 0) se e solo se p(x) e divisibile per{x);
« o & una suaadice di molteplicita = n se p(x) & divisibile per (xa)" ma non per (x a)"*L;
 la somma delle molteplicita delle radieili a due a due distinte tra loro € minore o uguale a

 se n é dispari allora p(x) ha almeno wadice reale.

19.18 Esempio.Si considerino i seguenti polinomi di R[X]

- P(X) = (x— 2)(x + LR(x + 4P(x - 3)/

- () = (x + 15(x - 5Y*(x — 4)%(x + 1)

-1(x) = (@ + 1)@ + 3x + 3) (€ + x— 1)

- Le radicireali di p(x) a due a due distinte tra loro sone-2,-4 e 3. Le loro molteplicita sono
rispettivamente 1, 2, 5, e 7. La somma delle looiteplicita € 15 che € uguale al grado 15 di p(x).
- Le radicireali di q(x) a due a due distinte tra loro sofib, 5 e 4. Le loro molteplicita sono

rispettivamente 3, 4, e 6. La somma delle lorotepdicita € 13 che e minore del grado 15 di q(x).

- Il polinomio r(x)non ha radici reali.
Tenendo conto di quanto appena ricordato diamedaente

19.19 Definizione Diremomolteplicita algebrica di un autovalor@, e la indicheremo col simbolo

my(B), di una matrice A ad elementi reali quadratardiree n la molteplicita d@ come radice del

polinomio caratteristico f(A) della matrice A.

19.20 Esempio.Si considerino le matrici dell’'Esercizio 19.16

PN =E-NA-DA+1)  mE)=myl)=my-1)=1
pe() = (4= N - 22 m#)=1 m2)=2
PN = (7= N - 1 m(7)=1 ml)=2
Pp(A) =A%\ — 22 m,(0) = my2) = 2

Pe(\) = A2\ - 2)2 m,(0) = my2) = 2

PN = (A - 3)* my(3) = 4
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19.21 OsservazioneSe A € una matrice ad elementi reali quadratadine n avente s autovalori
A1, A2, Az, ..., Ag;, Ag @ due a due distinti tra loro (cio& | <= A; # ), allora g, (A) e divisibile
per (& =AM -\, — A )M o\ — 9™, Quindi,

Ma(A1) + MyA) + MyAg) + ... + MAJ <

valendo il segno diguaglianzase e solo se le radici dj (\) sonotutte reali.

19.22 Esempio.Si considerino i polinomi del’Esempio 19.20

PAA) = (B=A)A -1)A +1) my(3) + my(1) + my(-1) = 3 = ordine di A
pg() = (4= M)A - 2 my(4) + my(2) = 3 = ordine di B

Pc) = (7= M)A - 17 my(7) + my(1) = 3 = ordine di C

PpA) =A2(A - 22 my(0) + my(2) = 4 = ordine di D

Pe(N) =A2(\ - 2 my(0) + my(2) = 4 = ordine di E

Pe) = (A - 3)* my(3) = 4 = ordine di F

Si noti che in tutti i precedenti casi vale il segii uguaglianza, in quanto ognuno dei polinomi

caratteristici ha soloadici reali.

Nel Teorema 19.12 abbiamo visto che gli autovettdtivi ad un autovalor@ di una matrice A ad
elementi reali quadrata di ordine n sono tuttele Eoautosoluzioni del sistema lineare omogeneo

(A - Bl)X =0. Tenendo conto del fatto I'insieme delle soluzidntale sistema lineare omogeneo

€ uno spazio vettoriale (sottospazio d) Riamo la seguente

19.23 DefinizioneSia A una matrice ad elementi reali quadrata diiner n e sial un suo

autovalore. Lo spazio delle soluzioni del sisteimedre omogeneo (ABI)X =0 viene detto

autospaziaelativo all’autovalorg3 e viene indicato col simbolo EX

19.24 OsservazioneSe EP) e un autospazio della matrice A ad elementi ipadidrata di ordine n,

allora un vettore X di Rappartiene ad Bj se e solo se X ¢ il vettore nubmit X & un autovettore

di A relativo all’autovalore.
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Ricordando il Teorema 18.16 si ha subito la seguent

19.25 OsservazioneSe E) e un autospazio della matrice A ad elementi iepadidrata di ordine n,
allora dimgf) = n—-rg(A - Bl,). Inoltre, poiché det(A Bl,)) = 0 si ha che rg(A Bl,) < n. Quindi
dimE@B)=n-rg(A-Bl)=1

Tenendo conto dell’'Osservazione 19.25 precedeataalia seguente

19.26 DefinizioneSe3 € un autovalore di una matrice A ad elementi rgafidrata di ordine n,
allora la dimensione dell’'autospaziof¥(viene dettamolteplicita geometrica dell’autovalor@ e

viene indicata col simbolo ¢3). Quindi,

mg(B) := dimE@) = n-rg(A - Blp) 21

Omettiamo la dimostrazione del seguente

19.27. TeoremaSe[ e un autovalore della matrice A ad elementi rgaéidrata di ordine n, allora

la sua molteplicita geometrica € minore o ugudkesala molteplicita algebrica, cioé
1< mg(B) = my(B)

Conseguenza immediatiel Teorema 19.27 € il seguente

19.28 Corollario. Sia3 un autovalore di una matrice A ad elementi readidfata di ordine n.

Se myB) = 1 allora ng(B) = 1.

19.29 Esempio.Si considerino le matrici dell’'Esercizio 19.17.

Matrice A My3) =my(l) =my(-1) =1 = my(3) =my(1) =my(-1) =1

Matrice B m4)=1= my4)=1 my(2) =1<2=m2)
Matrice C m(7)=1= my(7)=1 my(1) = 2 = my(1)
Matrice D ny(0) =1 <2 =my(0) my(2) =1 <2=my2)
Matrice E my(0) = 2 = my0) my(2) =2 =my2)

Matrice F my(3) =2 <4 =m3)
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Tenendo conto del Teorema 19.27 e dell'Osservazi®rizl si ha subito il seguente

19.30 Corollario. Se A € una matrice ad elementi reali quadratardine n avente s autovalori

A1, A2, A3, ..., Agg, Ag@ due a due distinti tra loro (cio&] = A #A), allora

Mg(Ap) + My(Ap) + my(Ag) + ... +my(Ad<n

19.31 Esempio.Si considerino le matrici dell’'Esercizio 19.17.
Tenendo conto anche di quanto gia visto nel’lEsemfi22 si ha che
Matrice A My(3) + my(1) + my(-1) =1+ 1+ 1 =3 =ordine di A
Matrice B y(4) + my(2) =1 +1=2<3=ordine di B

Matrice C my(7) +my(1)=1+2=3 =ordinedi C

Matrice D ny(0) + my(2) =2 <4 = ordine di D

Matrice E ny(0) + my(2) =2+ 2 =4 =ordine di E

Matrice F my(3) =2 <4 =ordine di F

Relativamente all'intersezione di due autospahisi seguente

19.32. TeoremaSia A una matrice ad elementi reali quadrata diiner n.
SeA; e, sono due autovalori distinth{ # A,) di A, allora EA1) n EQAp) = {0}.

Dimostrazione. OvviamentePQLE(A 1) e OUE(A5), da cuiOLEA 1) n EQAp).

Se esistesse un autovettorez A tale che HIE(A1) n EQA\,) allora si avrebbero le due identita
AH=AH et AH=A,H. Sottraendo membro a membro la prima dalla secmidotterrebbe
l'identita (A, —A1)H =0. Poiché X, - Aq) 0, per la legge di annullamento del prodotto dd un

scalare per un vettore si avrebbe che 8 Ma cio € assurdo. Quindi, &) n EQA,) ={0}. W
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19.33. Lemma.Sia A una matrice ad elementi reali quadrata diner n.

SianoAy, Ay, Az, ..., As.3, Ags autovalori di A a due a due distinti tra lormeci# j = A # A;.
Se H;, Hp, Hs, ..., Hs.1, Hg sono s autovettori di A relativi agli autovalavi, Ay, Ag, ..., Ag 1, Ag
rispettivamente, allora gli autovettoriH,, Hs, ..., Hy 1, Hg sono linearmente indipendenti.
Dimostrazione. (per induzione sul numero s di autovalori a daei@ distinti tra loro)
Se s =1 allora l'autovettore;H¢ certamente linearmente indipendente in quanerst dal vettore
nullo. Quindi, per s = 1 la tesi & vera (base itida}. Ora, nell'ipotesi (induttiva) che la tesasiera
per (s— 1) proviamo la tesi per s. A tal fine dobbiamovai@ che se
(v) aqHq +aoHy +agHg + ... +0g qHg 1+ aHg =0
allora deve necessariamente esseje= 0, =03 = ... =0g.1 = 0g= 0.
Moltiplicando entrambe i membri dell'identit® ) a sinistra per la matrice A otteniamo le identita
A(aqHq +asHy +agHg + ... +0g.1Hg.1 + OgHg) = AO

A(aqHq) + A(aoHy) + A(agH3g) + ... + A(0g.1Hg.1) + A(agHg) =0

a1(AHy) +ap(AHp) +a3(AH3) + ... +0g 1(AHs.7) + 0g(AHg =0
Poiché H, Hy, Hs, ..., Hy.1, Hs SOno autovettori relativi agli autovalavi, Ao, Az, ..., Ag.1, AgSi ha

ag(AgHy) +ap(AHp) +az(AgHg) + ... +0s.a(Ag1Hs 1) + as(AHg) =0
(%) (@AH1 + (@A)H, + (@gAg)Hg + ... + @5 As.)Hs.1 + (AAIHs =0
Moltiplicando entrambe i membri dell'identit& Y per lo scalar@g otteniamo l'identita
AfogHy +opHy +agHg + ... +ag jHg g +agHg) = A0
AfagHg) + AdazHp) + AfagHg) + ... +Afas qHs g) +AfaHg =0
(*) (@AQH1 + [@AJHy + @AJHg + ... + (s AJHs1 + (@AIHs =0
Sottraendo membro a membro l'identi®d) @all'identita @) otteniamo I'identita
a3(A1 —AgH1 + (A2 = AgHp +ag(Az —AgHz + ... +0s.3(As.1 ~ AgHs.1 =0
Poiché, per ipotesi, gli (s1) autovettori H, Hy, Hs, ..., Hy.1, sono linearmente indipendenti si ha
a3(A1 — A9 =ax(Az — A9 =a3(Az3—Ag) = 0g g(As.1~ A9 =0

Ma, per ogni s € d, — Ao # 0, quindi cio accade (se e) solooge= 0, =03 = ... =041 = 0.
Sostituendoo; =ay =03 = ... =041 =0 nella ¢) si ottiene l'identitaaHg =0. Essendo ki# 0
(poiché H e un autovettore), per la legge di annullament@uaotto di uno scalare per un vettore

si ha che deve necessariamente essere0. W
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Comeimmediata conseguenza del Lemma 19.33 si ha il seguente

19.34 Corollario. Se A € una matrice ad elementi reali quadratadine n avente n autovalori a

due a due distinti tra loro, allora esistono n aettri di A linearmente indipendenti. Quindi, i t

caso esiste sicuramente Wase diR" formata dautovettori della matrice A.
Tenendo conto del Lemma 19.33 si prova il seguente

19.35 TeoremasSia A una matrice ad elementi reali quadrata diingr n.

SianoAq, A, Az, ..., Ag.q, Ag S autovalori di A a due a due distinti tra locime i | = AjZA;.

Se per ognili1, 2, 3, ..., s} Hy, Hip, Hiz, ..., Hm, sono mautovettori relativi all'autovalora;
tra loro linearmente indipendenti, allora gli awgtori

Hy1 Hig - Himy Hog Hoo oy Homy, Hag, Hap oy Hamg, oo Hsg, Hepr oo Homy

sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Considerata una combinazione lineare di tuttagtovettori
Hll, H12, ceay Hlml, H21, H22, feay H2rnz, H31, H32, sy H3rn3, ..... y l_gl, HSZ’ feay l_lsnfb
si provi cheseessa ha come risultato il vettore nulifiora tutti i suoi coefficienti sono nulli.
S
(v) > (ajgHjp +ajpHip +ajgHiz + ... +0jm Him,) =0
i=1
Per ogni i1, 2, 3, ..., s} poniamo K= (aj;Hj; + ajpHj»> + ajzHiz + ..... +0lim, Him,)-
Poiché H, Hip, Hiz, ..., HnJEQ,) si hache KIEQA)) e, dalla¥), che
S
(%) SKi=Ki+Ky+Kg+ ... +K=0
i=1
SiaJ={1, 2,3, .., s}|K#0}. Se fosseJ#] allora per ognijJ (per 'Osservazione 19.24

K; sarebbe un autovettore relativo all'autovalaje Da @) si avrebbe Z K; =0. Questultima
j0d

sarebbe una combinazione lineare (con tutti i edefiti uguali a uno) di autovettori linearmente
indipendenti (per il Lemma 19.33) avente come tadalil vettore nullo. Essendo cio assurdg si
ha che J £1, cioé per ognili{1, 2, 3, ..., s} e K=0.
Quindi, per ognili{1, 2, 3, ..., s} &
aj Hjp + ajpHip +ajgHig + ... +0jm Him, =0
Poiché tali autovettori sono, per ipotesi, lineamteendipendenti, si ha che
0i0{1, 2,3, ..., s} 0ajp =0jp =03 = ..... =0jmy, =0. W
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Tenendo conto del Corollario 19.30 dal Teorema3.8ida subito il seguente

19.36 Corollario. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata dinern. Esiste una base di' R
formata da autovettori di A se e solo se la someli@ dnolteplicita geometriche dei suoi autovalori

e uguale al suo ordine n.

Tenendo conto del Teorema 19.27 e dell’Osservazi&ri#l si ha il seguente

19.37 TeoremaSia A una matrice ad elementi reali quadrata dinern. Esiste unhase diR"
formata deautovettori di A se e solo se sono soddisfatte entrambe ldizimmi seguenti:

(1) le radici del polinomio caratteristico di A sotutte reali (cioe non ci sono radici complesse);
(2) per ogni autovalore la sua molteplicita algedguguale alla sua molteplicita geometrica.

19.38 Esempio.Si considerino le matrici dell’'Esercizio 19.17.

Tenendo conto di quanto gia visto nel’lEsempio 1%Bha che

((2, 3,-1), (1,-1, 0), (0, 1-1)) & una base di¥ormata da autovettori di A;

NON esiste una base dPRormata da autovettori di B:

((1, 2, 3), (1, 0--1), (0, 1,-1)) & una base di¥ormata da autovettori di C;

NON esiste una base ditRormata da autovettori di D;

((-2,1,0,0),€3,0,0, 1), (0,0, 1, 0), (£1, 0, 1)) & una base di*formata da autovettori di E;

NON esiste una base difRormata da autovettori di F;

Relativamente ad una matrice avente un solo awim/akale (come la matrice F del’lEsempio

19.38) possiamo provare il seguente

19.39 TeoremasSia A una matrice ad elementi reali quadrata dine n aventein soloautovalore

B. Esiste una base di"Rormata da autovettori di A se e solo se BlF

Dimostrazione. Esiste una base di'Rormata da autovettori di A= se nPB)=n <

< n-rg(A-Blp=n = rg(A-plp)=0 < (A-Bl, =matricenulla = A=pl, &
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20. Diagonalizzazione di una matrice quadrata.

20.1 Definizione.Siano A e B due matrici ad elementi reali quaddatéo stess@rdinen.
Diremo che la matrice A gimile alla matrice B se esiste una matrice P ad elemaaifiquadrata di

ordine n invertibile(cioé detP 0) tale che A = PB®, ovvero AP = PB.

20.2 OsservazioneSi prova subito che

20.2.1ogni matrice e simile a se stessa;

20.2.3se A e simile a B allora B é simile ad A,

20.2.3se A e simile aB e B e simile a C allora A é &nai C.

Dimostrazione.

VO:A=I1AI=1AIL;

2)P:A=PBP! = Pl:B=PlAP=PIA(PDT

3)P:A=PBPl , 1Q:B=QCQ! = [PQ:A=PQCHPLl=(PQCPQL

20.3 OsservazioneSe A e B sono simili allora hanno lo stesso detsinte.
AP =PB = det(AP) = det(PB)= (detA)(detP) = (detP)(detB)=> detA = detB

Ricordiamo che una matrice quadrata A i [gi dice diagonale se sono nulli tutti gli elemestte

non si trovano sulla sua diagonale principale, dieg§ = a; = 0.

Con il simbolo diag(;, Ap, Ag, ..... ,An-1- Ap) indicheremo una matrice ad elementi reali diad@n

di ordine n avente i numeri realiy, Ap, Ag, ..... ,An-1, A Sulla sua diagonale principale.

20.4 Definizione.Sia A una matrice ad elementi reali quadrata ding n. Diremo che la matrice A
e diagonalizzabilese A é simile ad una matrice diagonale. Cioe, diagonalizzabile se esistono

una matrice P invertibile ed una matrice diagoatediag@ 1, Ao, Az, Ay, ..... ,An-1, Ap) tali che

A =PAPL ovwero AP=R

In tal caso si dice anche che le matrici R @agonalizzanda matrice A.

20.5 OsservazionePer I'Osservazione 20.2.2 si ha che una matriggatiale € diagonalizzabile
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20.6 OsservazioneSiano A e P due matrici ad elementi reali quadaatmnti lo stesso ordine n e
sia/ = diagQq, Ao, Az, Ay, ... ,An-1, Ap) una matrice ad elementi reali diagonale di ordine
Tenendo conto di come e stato definito il prodatia per colonna si ha subito che:
20.6.1.per ogni indice di colonnalfl, 2, 3, ..., n} si ha che la j-esima colonna datfatrice
prodotto (AP) é uguale al prodotto della matricpek la j-esima colonna della matrice P. Cioe,

(AP) = A(P))

20.6.2.per ogni indice di colonnalfl, 2, 3, ..., n} si ha che la j-esima colonna dettatrice

prodotto (PA) e uguale al prodotto dello scalaveper la j-esima colonna della matrice P. Cioe,

(PA) = AP
Tenendo conto dell’Osservazione 20.6 si prova eub#teguente

20.7 TeoremalUna matrice A ad elementi reali quadrata di ordireediagonalizzabile se e solo se

esiste una base di'Rormata da autovettori di A.

Dimostrazione. A é diagonalizzabile =

~ esistono una matrice P invertibile ed una matiagonalé\ tali che A= APl -

= esistono una matrice P invertibile ed una mattiagonalé\ taliche AP =RA -

= esistono una matrice P invertibile ed una matdiagonale\ tali che per ognif{1,2,3,...,n}
la j-esima colonna di AP e uguale alla j-esimaoobdi A =

= esistono una matrice P invertibile ed una matdiagonale\ tali che per ognif{1,2,3,...,n}
si ha (AP)= (PA)) =

- esistono n colonne!PP?, P3, ..., P' linearmente indipendenti e n numeri régliiy, As, ..., A\,
tali che A(P) = (AP) = (PA) =\P -

= esistono n autovettori di A linearmente indipemi -

< esiste una base di'frmata da autovettori di AR

20.8 OsservazioneSe esiste una base B di ®rmata da autovettori di A, nella dimostrazioret d
Teorema 20.7 abbiamo visto omodo pratico per trovare una matrice diagon&leed una matrice
invertibile P che diagonalizzano A. La matride= diagQq, Ap, Az, Ay, ... ,An-1, Ap) € la matrice
che ha sulla diagonale principale gli autovaloriAdbgnuno ripetuto tante volte quanto € la sua
molteplicita algebrica. La matrice P & la matribe ©ia come colonna j-esima un autovettore della

base B relativo aII’autovanﬁq.
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20.9 Esempio. Si consideri la matrice

2 1 1
A=|2 3 4 PAA) =-A3+ A2+A -3=(3-NA -1 + 1)
-1 -1 -2

Abbiamo gia visto che gli autovettori di A sono

A1 =35 H(\p) = a(2, 3,-1) DaOR—{0}

A>=1 - HQ) =B(1, -1, 0) OBUIR—{0}

A3=-1 = H(\g) =y(0, 1,-1) OyOR-{0}

Scegliendo (a piacere) un autovettore per ognivaltee, ad esempio 4 (2,3;-1), Hy = (1-1,0)
e H3 = (0,1-1), si ottengono 3 autovettori linearmente indigantde, quindi, una base dfR

Per il Teorema 20.7, la matrice A e diagonalizzabiifatti, prendendo le seguenti due matrici

Ay 0 0] [30 0 2 1 0
A={0 Ay 0[=|0 1 0| e P:=[H|Hy|H3]=|3 -1 1
0 0 A3 |00 -1 -1 0 -1

sihache AP =R ovwvero A=RP1L
20.10 Esempio.Si consideri la matrice

2
cC=|2 PeA) =23+ A2 - 15\ + 7 = (7= A\)(A - 1)?
3

3 2
3 4
Abbiamo gia visto che gli autovettori di C sono

A =7 - HQq) =a(l, 2, 3) DaOR—{0}

Ao =1 - HQ,) =B(1, 0,-1) +y(0, 1,-1) 0B,yOR?-{(0,0)}

Scegliendo (a piacere) un autovettore per l'autwesd,, ad esempio IH=(1,2,3), e (sempre a
piacere) due autovettori linearmente indipendeatilfautovaloreA,, ad esempio b= (1,0;-1) e

Hs = (0,1:-1), si ottengono 3 autovettori linearmente indigeride, quindi, una base dPR

Per il Teorema 20.7, la matrice C é diagonalizzalbiifatti, prendendo le seguenti due matrici

A 0 0] [700 11 0
A=|0 Ay, 0[=]0 10| e P:=[H|Hy|Hz]=|2 0 1
0 0 XA |00 1 3 -1 -1

si hache CP =/ ovvero C =RPL
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20.11 Esempio.Si consideri la matrice

1 2 0 3
-1 -2 0 -3

E = A) = A= \3 + A2 =)\2(\ - 22
g 0 2 Pe(M) ( )
1 2 0 3

Abbiamo gia visto che gli autovettori di E sono

A1 =0- HRAp =a(-2, 1,0, 0) (-3, 0, 0, 1) Oa,BOR?-{(0,0)}

Ay =2 - H(\9) =V(0, 0, 1, 0) +5(1,-1, 0, 1) Oy,80R2-{(0,0)}

Scegliendo (a piacere) due autovettori linearmeémdgendenti per I'autovalord,, ad esempio
H;=(-2,1,0,0) e H=(-3,0,0,1), e (sempre a piacere) due autovettoratmente indipendenti per
l'autovaloreA,, ad esempio k= (0,0,1,0) e 4= (1,-1,0,1), si ottengono 4 autovettori linearmente

indipendenti e, quindi, una base di.R

Per il Teorema 20.7, la matrice E e diagonalizealbifatti, prendendo le seguenti due matrici

A 0 0 O 0 00O -2 -3 0 1
Ao 0 A O O _ 0 00O e Pi=[H|Hy|Ha|Hs]= 0 0 -1
0 0 A, O 0020 0 1 0
0 0 0 A, 0 00 2 0 1 0 1

si ha che EP =/ ovvero E = AP,

Ricordiamo che (per I'Osservazione 20.5) una matrice diagnaaliagonalizzabile

: ab : . : - :
20.12 TeoremaSia A = L d} una matrice ad elementi reali quadrata di ordiner2diagonale

La matrice A & diagonalizzabile se e solo se haadevalori distinti, ovvero [(a d)? + 4bc] > 0.
Dimostrazione.Si ha che p(A) = det(A-Aly) = A —a)( —d)-bc =A\2 - (a + d)\ + (ad- bc).

Il discriminante del polinomio gA) & A = (a + df - 4(ad- bc) = (a— d)? + 4bc.

SeA >0 allora A ha due autovalori distinti. Per qoér il Corollario 19.34 esiste una base di R
formata da autovettori di A. Quindi, per il Teore@@7 la matrice A & diagonalizzabile.

SeA =0 allora la matrice A han soloautovalorg3 avente molteplicita algebrica 2. Poiché A non é

uguale alla matrice diagondté, (per il Teorema 19.39) la matricerdn ediagonalizzabile.

Se A <0 allora la matrice AMon ha autovalori. Per cui, non esiste una base difddmata da

autovettori di A. Quindi, per il Teorema 20.7 latnze A non ediagonalizzabile. B
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t (t-2
20.13 Esempio.Si consideri la matrice A %2 ( )} :

2
Determinare per quali valori del parametro red¢enhatrice A € diagonalizzabile.

PAA) =AZ=(t+2) + 4 A=t +4t-12 = (t + 6)(t 2)

A é diagonalizzabile se e solo&e 0, cioe se e solo se 8 oppure t> 2.

5 7 0
20.14 Esempio.Si consideri la matrice A=0 h 0
-2 k 3

Trovare i valori dei parametri reali h e k per atjua matrice A é diagonalizzabile.
PA(A) = (5=A)(h-A)B~-A) A =5 A>=h A3=3

Per ogni OR—{3,5} la matrice A ha tre autovalori a due a due distiatloro e, quindi, per il

Corollario 19.34 esiste una base difBrmata da autovettori di A, ovvero A & diagonzditile.

5 70
Per h = 3si ha la matrice AFO 3 0| e i suoi autovalori sond; =5 eA, = 3. La molteplicita
-2 k 3

geometrica di\; & 1 in quanto la sua molteplicita algebrica & ffindhé esista una base dPR

formata da autovettori di A € necessario e suffildeche sia uguale a 2 anche la molteplicita

geometrica dh,. Ricordando che giA,) = dimEQy) = 3-rg(A —A5l3 ) e osservando che

2 70
rg(A-Asl3)=rg(A-3l3)=rg 0 0 O
-2 k O

si ha che ig(A,) = 2 se e solo se rg(AA,l3) = 1 ovvercse e solo sk = -7.

5 70
Per h = 5si ha la matrice AFO 5 0| e i suoi autovalori sond; =5 eA, = 3. La molteplicita
-2 k 3

geometrica di, & 1 in quanto la sua molteplicita algebrica é ds&vando che

0O 7 0
rg(A—Aql3)=rg(A-5l3)=rg 0 0 O
-2 k -2

si ha che per ogni valore di k e rgt#6l3) = 2 ovvero e rg(A,) = 1. Per cui non esiste una base di

RS formata da autovettori di A che, quindpn & diagonalizzabile.



35

20.15 DefinizioneUna matrice C ad elementi reali quadrata C si ditegonalese C = C~.

20.16 OsservaziondJna matrice C ad elementi reali quadrata C & ortalg se e solo se€'C= I.
Dimostrazione.Se C & ortogonale allora'C = C'C = I. Viceversa, se = allora detG% 0 e,

quindi, C & invertibile. Sihache'& C'I=Cc'(ccl =(C'c)ct=Ict=Cct =

20.17 OsservazioneSe a e b sono due numeri reali tali che & = 1, allora

Oal(-m, 1 : a = co® , b = sim

20.18 Teorema.Una matrice C ad elementi reali quadratardine 2 e ortogonale se e solo se

cos¥d -sind cos¥d siné@
aed(-mm: C=| . aut C= |
sind cosd sind -cosd

Si osservi che nel primo caso e detC = 1 mentreewndo caso e detC-#.
Si osservi, inoltre, che cambiando il segno defleoada colonna di una matrice del primo tipo Si

ottiene una matrice del secondo tipo e viceversa.

Dimostrazione. (O ) Si verifica subito che se C & una matrice del tip

cos¥d -sind cos¥ sin@
cC=| . aut C =
sind cosd sind -cosd

allora in entrambe i casi si hd € C*. Quindi, C & ortogonale.

(=) Sia, ora, C :{X
y

z . . . . .
} una generica matrice ad elementi reali quadratadiine 2 ortogonale.

w
2.,..2
X“+y =1
T 1 _ X yl|x z 10 Lo 2 y2
Da CC=C™C=1 sihache = ovvero il sistemais z-+w* =1
Z W|ly w 01
zx+wy =0

Dall'equazione X+ y* =1 siha ched80(-m, 1 : x = co® , y = sirb.

Dall’equazione Z+w? =1 si ha chedw(-T, 1 : z = cos, W = Sirw.

Dall'ultima equazione zx + wy =0 si ha che @089 + sinwsin® = 0, da cui cosf— 0) = 0.
Per cui, w—0 =+ 172 ovverow =0+ 172.

Se w=0+12 allora coe®=-sinB e siw=cod e, quindi, C 3 C?SH —sine}
| sind  cosf

Se w=0-172 allora co®=sirB e siw=-cod e, quindi, C 3

cos sind
|sind -cosd|
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20.19 Definizione. Una matrice A ad elementi reali quadrata si dioemetricase A = A.

20.20 Teorema.Se A# ak e una matrice quadrata ad elementi reali simnzetliordine 2, allora:

1) la matrice A ha due autovalarj e, reali e distintie, quindi, A e diagonalizzabile;

2) seu = (u, W) e un autovettore relativo all'autovaloke, allora un vettorey = (v, , vy) Z0eun
i ! o\ = + =0

autovettore relativo all'autovaloe, se e solo seiev = uv, uvy 0;

3) esiste una matrice ortogonale C tale che det@#A = Q\C'.

a b a
Dimostrazione.Sia A = [b } . Siccome A% ab = [O

0
c } allora b# 0 oppure & c. Il polinomio

a
caratteristico di A & p(A) = det(A-Al) = (a=A)(c - A) - b>=A?-(a+ c)\ + (ac— b?). Siccome il
suo discriminantd = (a- c)’ + 4if & strettamente positivo, la matrice A ha due alwiA eA,

reali e distinti e, quindi, per il Teorema 20.12natriceA é diagonalizzabile

Tenendo conto cheA(+A,) = (a +C) e\ A= (ac- b%) si dimostra subito che:
(#) le soluzioni dell'equazione bx A (- a)y = 0 sono tutte e sole le coppie ¥b; a) UtUR.

Sia orau = (u, u,) un autovettore relativo &,. Quindi, (u, u) € un’autosoluzione del sistema
U 1 Yo U,

m n @A) b 12|10 Per cui esiste m 0 tale cheu = =m(b,A -
omogene b (c=Ay) y_O' er cui esiste ale c &J—(L&,L&)— (b,A,-a).

Un vettorev = (v,, vy) #0 e un autovettore relativorg =

v = (v,, V.) € un'autosoluzione del sistema omoge gj})_)\Z) b XI_|O
— Wy y g b (C_)\Z) - .

= V=(v, vy) e un’autosoluzione dell'equazione {a,)x + by =0 =

= esiste r¥ 0 tale cher = (v, vy) =n(b,A,-a) = tenendo conto d) =

= (v, vy) € un’autosoluzione dell’equazione bxd€a)y=0 =

= va+()\1—a)vy:0 o mbvx+m()\1—a)vy=0 o L&VX+L&,vy:O = usv=0.

Siha che §If = u?+ qu =nfb*+ (A, -af] e NF=vz2+ vy2 = rP[b® + (A, - aY]. Scegliendo
m=[f+ 0 -af]"? e n=[B+0,-af]"? siha PiF=u+u’=1e #IF=v2+v’=1.

ORA, quindi,u = (u,, w) ev = (v, vy) sono due augersori relativi aA, e\, rispettivamente.
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Uy | Vx

Sia D :{

} la matrice che ha come colonne gli aatsori u = (U, W) eV = (v, vy).

Uy | Vy

Tenendo conto cheusv=veu=0 e usu=vev=1 si ha che D =1. Se detD =1 allora sia

u
C::{ X
Uy

detC = 1e la seconda colonna di €vf = (-v,, —vy) € ancora un augersorerelativo al.,.

Vx Uy

} Se, invece, detD =1 sia C ::{

X . N
}. In ogni caspC € ortogonale con

Vy Uy | =Vy

A O
Posto A := L)l y } si ha, poiché A & diagonalizzabile, che AAC!=CAC'. =
2

Se A é una matrice quadrata ad elementi reali singaali ordine 2, il Teorema 20.20 ci fornisce
un metodo pratico e velocger diagonalizzare A tramite una matrice ortogeiaicon detC = 1.
Passo 1pi trovano i due autovalori distinth, eA, di A.

Passo 25i sceylie, a piacere, uno dei due autovalori di A, ad eserhpi

Passo 35i trova un autovettorev = (w,, Wy) relativo a,.

Passo 4Bi calcolala lunghezza h = [y + wyz] Y2 dell'autovettoraw = (w,, w).
Passo 5Bi considerail versoreu = (W, u) = h(w,, W) .

Per il Teorema 20.20 si ha che i due autoversative A, sono (y, vy) = i(uy, —u,).

VX} =+1

Vx

.| Ux
Inoltre, la matric
Uy

Vy

VX} =1.
Vy

Uy

u
v } € una matrice ortogonale e, quindi,{dext
y

u
Passo 651 sceylie 'autoversore (y, vy) relativo aA, tale che d{tux
y
Ve [|A O Uy Uy

7
20.21 EsercizioSi consideri la seguente matrice simmetrica % :2 4 } Trovare una matrice

u
Passo 7) Si ha che A{: X

Uy

diagonale\ ed una matrice ortogonale C con detC = 1 che dagzano A.

Gli autovalori di A sonoA;=3 e A,= 8. Gli autovettori diA,= 3 sonow =a(1, 2) Ua # 0.
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Poiché |f = 502, il vettoreu = —(1 2) & un autoversore relativa\g= 3. Per cuit——

NG

(2,-1)

[

sono i due autoversori relatividg, = 8. Scegliendw = i(—2, 1), allora per la matrice ortogonale

J5

\Y; 1] -2] A 0 30
x| 1 & detC = 1. Ponendv=| = sihaA=Q\C".
| 0 | |08

o =l 0o ol pesle Yl ol

20.22 EsercizioSi consideri la seguente matrice simmetrica% 2 33

3/3 -4

matrice diagonal& ed una matrice ortogonale C con detC = 1 che dagzano A.

} . Trovare una

Gli autovalori di A sonoA;=5 e A,==7. Gli autovettori diA,;= 5 sonow = a(\/é , 1) Oa #0.

Poiché |f = 402, il vettoreu = %(\/g, 1) € un autoversore relativag= 5. Per cuit% (1-+/3)

sono i due autoversori relativig= —7. Scegliendw = %(—1, \/5), allora la matrice ortogonale

A O 5 0
cC== \/_ ha detC = 1. Ponendo= = sihache A=@C".
[ 0 Ap] |0 -7

EE B BRI e

e L . . . -9 12 ,
20.23 EsercizioSi consideri la seguente matrice simmetrica %13 16} . Trovare una matrice

diagonale\ ed una matrice ortogonale C con detC = 1 che dagzano A.

Gli autovalori di A sonoA,= 0 e A,=-25. Gli autovettori diA,;= 0 sonow =a(4, 3) Ua # 0.

Poiché {|f = 250?, il vettoreu = %(4, 3) e un autoversore relativag= 0. Per cuité(& -4) sono

. . - . 1 .
i due autoversori relativi &,= -25. Scegliende = < (-3, 4), allora la matrice ortogonale

4| - A O '
C:l 3 ha detC = 1. Ponendo=| * |00 sihache A=@aC'.
53] 4 0 A [0 -25

-9 12 _(14—3)0 0 (14 3_)-i4‘30 01[4 3
12 —16_53‘4 0 -25/'5|-3 4|° 25|83 4|0 -25||-3 4




