25. Cono e cilindro

25.1. Definizione Diremosuperficie il luogo geometricg_ dei punti dello spazio le cui coordinate
soddisfano un equazione del tipo F(x, y, z) = Ovikae detta equazione cartesiana della superficie.
Se F(x, y, z) € un polinomio in X, y e z (a coe#iti costanti) allora diremo clje & unasuperficie

algebrica. Inoltre, il grado del polinomio si diaadine della superficie algebrica.

25.2. OsservazioneSiccome F(x, y, z) =0 €& un’equazione e non untid&nuna superficie non

contiene tutti glie® punti dello spazio.

25.3. Esempi.

-3Xx+y-5z+11=0 € un piano

X+ Y +Z-10x+2y+62=0 & una sfera
-(Bx+2y + z)(x-y) =0 e l'unione di due piani

-0C+ Y +Z-10x+ 2y + 62)(3x +2y +z) =0 & l'unione di urfars e un piano
-(x+2F+ Y+ (z-1%=0 & una superficie che ha solo un punto reale
-[(x+ 2P + ¥+ (z- 1A[x?+ Y+ (z + 3f] =0 & la superficie che ha solo due punti reali

X+ Y+ (z+3F+1=0 & una superficie senza punti reali

25.4. Definizione.Diremo curva il luogo dei punti comuni a due superfici. Quindna curva € il
luogo geometrico dei punti dello spazio le cui cliwate soddisfano un sistema di equazioni del
tipo F(x, y, z) = G(X, y, z) = 0 che vengono dettpiazioni cartesiane della curva. Una curva si dice

piana se esiste un piano che contiene tutti i suoi pétiiimenti si dicesghemba.

25.5. Esempi.

-3X+H2y+z=xy=0 € una retta

X+ Y +Z2-9=3x+2y+2=0 & una circonferenza

X+ 2F+ VYV +(z-1P=x+z+1=0 & una curva che ha solo un predte

X +yY+Z-1=x-1=0 & una curva che ha solo un punto reale
X+ Y+ (z+3F+1=x-y=0 & una curva senza punti reali

X +yY+Z-1=x-2=0 & una curva senza punti reali



25.6. Definizione Diremo cono una superficid™ luogo dei punti dio' rette (dettegeneratrici del
cono) dello spazio passanti per uno stesso purfteifovertice del cono). Inoltre, una cung che

incontri ogni generatrice in un punto si ditieettrice del cono (quindi la direttrice ha® punti).
gni g p q p

25.7. Equazione cartesiana di un con®er senplicita, tratteremo un conb tale che:

* la direttricesia una curva pian@ ottenuta come intersezione di una superflcidi equazione
cartesiana F(X, y, z) = 0 e di un piandi equazione cartesiana ax + by + cz + d = 0;

« il vertice V(Xo, Yo, Zo) Non appartenga al piampquindi ax + by + ¢z + d# 0.

Un generico punto P(x, y, z) dello spazio appaetiahcono se e solo se il punto P appartiene ad
una rettgp passante per V§xyo, 2o) € per un puntoXy, yi, z1) della curvaQ.

Siccome Rn e VOr, il vettore [RV] e sicuramente diverso dal vettore nullo. Per come
parametri direttori della ret@mpossiamo prendere (I, m, n) % &X1, Yo — Y1, 20 — Z1).

X=X = x)t+x
Quindi, una terna di equazioni parametriche defteap € data da y = (yg -yt +v;

2=(%- )+

Da cui si ha che le coordinate del puntdl® =nn> sono date da

_y X%
X =% -1
— Y=Y
25.8 -y, - .
e
_, 27y
4 =7, 1

Dall'identita ax + by, + cz +d =0 (dovuta al fatto chg[Pr) otteniamo

X% Y-y, AT
a(% t—1j+b(% t—1j+c(% t—1j+d 0

da cui, tenendo conto chegaixby, + ¢z + d# 0, si ha che
25 g {= ax+by+cz+d
axp +byg +czp +d
Dall'identita F(x, y1, z) = 0 (dovuta al fatto che;PY), tenendo conto di (25.8) e (25.9), otteniamo
25.10 F(m———iZEL—ny-' . o j=o
0(xy.2)-1"° 6(xy,2-1"" ¢(xy.2)-1

che é proprio I'equazione cartesiana del cbno

=o(xy,2).




25.11. EsempioSia Y la superficie di equazione F(x, Y, z) &&2y - 22+ x = 0 ex il piano di
equazione x y — z = 0. Trovare I'equazione del cohali vertice V(%, Yo, 20) = (0, 0, 3)Ir avente

come direttrice la curv® ottenuta come intersezione della superf)Cie del pianor.

Da (25.9) si ha che= X_ys_z.Quindi,t—l:—x_;’_z— :—%(x—y—z+3).
. = _XTX 3X
1= % t-1 x-y-z+3
Da (25.8) sihachey, =y, - yt__;/o = v y3ilz+3
21=ZO—Z_20:3+ 3z-3) _ 3x-3y
t-1 X—-y-z+3 X-y-z+3

Da (25.10) si ha che

2 2 2
3X 4o 3y [ 3x-3y N 3X -0
X—y-z+3 X—-y-z+3 X—-y—-z+3 X—y-z+3

Moltiplicando tutto per (xy—z+3) otteniamo

9x? +18y* - 9x* —-9y® +18xy + 3x(x—-y-z+3) =0
ovvero
3x*+3y*+7xy-x(z-3)=0
che e l'equazione cartesiana del cono. Si notiaipeecedente equazione € un’equazione algebrica

omogenea di 2° grado nelle variabili x =X= x-Xo, y = y-0 = y~yp € 23 = 22,

25.12. Cono con direttrice sul piano XYTrattiamo ora il caso particolare in cui il piance il
piano XY, ovvero il piano di equazione z = 0. lhdaso la curv& si rappresenta con un'equazione

del tipo F(x, y) = 0. Inoltre, siccome il vertic&X4, Yo, Zp) non appartiene & si ha che g# 0.

Essendoa=b=d=0ec =1, da (25.9) si haschet = —
2 %
_ X—Xg _ X=X
T T
h - 2~
Quindi, da (25.8) si hay, =y, _y—yo_y zOy Z’
z—zo_ z-7y _
=z -2 % =0
72=2 R

Per cui 'equazione (25.10) diventa semplicemente

_, X% , _, Y™ Y
25.13 F(xo Zoz—zo'yo Zoz—zoj




25.14. OsservazioneSe F(x, y) = 0 € un’equazione algebrica in x e grdido n, ovvero F(x, y) €
un polinomio in x e y di grado n, allora nella (28) possiamo moltiplicare tutto per {zo)" e

otteniamo un’equazione del tipo
G(X—Xo, Y~ Y0, 2= 2) =0

dove G(X— Xo, Y — Yo, Z— Zp) € un polinomicomogeneadi grado n in x- Xo, Y — Yo € Z— Z.

25.15. Esempiolrovare l'equazione cartesiana del cono di vertif{go, Yo, Z0) = (1, 0,-3) e

avente come direttrice la parab6ladi equazione F(x, y) =y 2x = 0.

- 1
Da (25.13) si ha(y 2032’ i’sj (xo zOZ XZ;JJ :(3;3’3,) 2(“3%;)

Moltiplicando tutto per (z+3)otteniamo3y(z +3) - 2((z +3) +3(x —1))2 =0 ovvero
18(x-1)% +2(z+3)% +12(x -1)(z+3) -3y(z+3) = 0.

Tale equazione € un’equazione algebrica omogen2agiado nelle variabili 1), y e (z+3)

25.16. EsempioTrovare I'equazione cartesiana del cono di veMfe), Yo, Z0) = (1, 1, 1) e avente

come direttrice la curv® di equazione F(X, y) =y In(x) =

Da (25.13) si ha(yo—z()%j ln(xo % 2] (1‘32/%3"“[1_)2(_:1}0

ovvero z—y_ln(z—xj = Z_y—ln(z—x)+ln(z—1) =0
z-1 z-1 z-1

Moltiplicando per (z1) otteniamo I'equazione
Z-y- (z—l)[ln(z— X) —In(z—l)] =0.

25.17. EsempioTrovare I'equazione cartesiana del cono di veM¢e), Yo, o) = (0, 0, 5) e avente
come direttrice la curv® di equazione F(x, y) =y sin(x) =

Da (25.13) si ha(o—s(y_o)j (o 5X _O)j 00vvero(ﬂj+sin[_—5xj=o
z-5 5 z 5

4

Moltiplicando per (z5) otteniamo I'equazion8y + (z—5)sin(_—5);j =0 ovvero
Z_

5y—(z—5)sin(1j =0.
z-5



25.18. Definizione Sial” un cono di vertice V. Se la direttri€e sul pianor € una circonferenza di
centro H tale che la retta s passante per H e ¥rgepdicolare a, allora diremo ché& un cono
rotondo. La retta s viene dettsse del cono. Tale cono & la superficie deli€ rette che passano per

V e formano con la asse s un angolo costantkettoapertura del cono, con 08<n/2.

25.19. OsservazioneSia Tl il cono rotondo della definizione precedente. Sdichiamo con r il

raggio della circonferenz@ e con h la distanza tra i punti V e H, alloraaidher = htanf.

25.20. Equazione del cono rotondo avente il vertidé su una retta s e apertureb.

Sia H(x,, ¥4, Z,) un punto di s diverso da V e sia h la distanagHre V. Sia (I, m, n) una terna di
parametri direttori della retta s. Il piamodi equazione I(x x,,) + m(y-y,) + n(z—z,) =0 passa
per H ed é perpendicolare a s. Inoltre, il puntoovi appartiene &
La sfera)’ di centro H(x,, Y, z,) € raggior =htan® ha equazione

F(X, Y, 2) = (x=xp)* + (Y- yp)* + (2—2)* - "= 0

La circonferenz& =T1in ) e una direttrice del cono. Ora si usano la (26.8) (25.10).

25.21. EsempioTrovare I'equazione cartesiana del cono rotondent il vertice in V(0, 2, 2),
come asse laretta s : x =y = 0 e apertur@l = «/6.

Sulla retta s prendiamo il punto H(O, 0, 0) divedsoV. La distanza di H da V B=+/8. Siccome
(0,1, 1) e una terna di parametri direttori dilspiano 1t ha equazione y + z = 0. La sferadi
centro H e raggio = htan6 =+/8/3 ha equazione cartesiana F(X, y, z) 2 88y + 37 - 8 = 0.

Da (25.9) otteniama =(y+2z)/4 dacuit-1=(y+z- 4)/4

Infine, da (25.10) si ha che

e VL, 8-, 8- o,
y+z-4 y+z-4 y+z-4

Moltiplicando tutto per (y + z 4)? otteniamo

3(—-8X)? +3(-6Y + 2z +8)? + 3(2y —6z+8)° —-8(y + z—-4)?> =0
ovvero

12x2 +7y? + 722 -10yz—-8y -8z +16=0



25.22. Cono rotondo con asse parallelo all'asse Zial" un cono rotondo di vertice V¢xyo, Zo) €
asse parallelo all'asse Z. Se il vertice V non gjgree al piano XY, cioégzt 0, allora una direttrice
di ' e una circonferenz® del piano z = 0 di centro H{xyo). Se il raggio diQ é r allora la sua
equazione & F(X, y) = (X xo)®> + (y - yo)> - r* = 0. Per la (25.13) I'equazione del cono sara

2 2
X—X -
((XO_ZOZ—ZS)_XO] +((yo_zoz_—;/§)_y0] -r?=0

(X=Xp)? + 2 (Y=Y0)® o

da cui si ottienez; Z -r>=0
(z-2)* ~ (z-%)°
Moltiplicando per (z- zo)? otteniamo
25.23 Z2(x=%,)? + Z2(y~ o) ~r¥(z-2,)* =0

Quest'ultima e un’equazione omogenea di secondiogrealle variabili (xXo), (Y-Yo) € (Z2o).

25.24. DefinizioneSia ). una sfera di centro C e raggio r. Sia V un purgiereo ay. Sial la
superficie luogo delle rette uscenti da V e taniget. Non é difficile rendersi conto che i punti di
tangenza di tali rette con la sfera formano uneoaiferenz&. Quindil” € un cono che viene detto

cono circoscritto alla sfera ) . Inoltre, la circonferenz@ e una direttrice di tale cono.

25.25. OsservazioneSiaTl il cono circoscritto alla sfera della definiziopeecedente. Indichiamo
con s la retta passante per i due punti distirdi\Ce conrtil piano sul quale giace la circonferenza
Q. Non e difficile rendersi conto che la retta seegendicolare at e che il centro H di2 e proprio

il punto di intersezione di s can Quindi,I” € un cono rotondo.

25.26. Equazione di un cono circoscritto ad una sfe
Sia}) : F(x,y,z) =0 la sfera di centro G(¥/, Z.) € raggio r e sia V{(Yo, Zo)) Un punto esterno

alla sferay.. Quindi, d(V, C) > r. Si& il cono rotondo di vertice V circoscritto alla s4&".

Per trovare I'equazione del corig siccome abbiamo gia I'equazione Mj dobbiamo trovare
I'equazione dit Poiché il vettore non nullo (a, b, C) XX, Yo~ X 20— %) =[CV] &
perpendicolare al piana e il pianoTt passa per il centro H della circonferef2ai ha subito che
un’equazione cartesianamie a(x- x_) + b(y-y,) + c(z-z,) = 0.

Quindi, dobbiamo trovare le coordinate del cent(g Hy,,, z,) della circonferenz®.

Siccome H e un punto interno al segmento CV, itoret[CH] ha la stessa direzione e lo stesso

verso del vettore [CV]. Per cui, esiste un unicaeto reale positivoo < 1 tale che [CH] =jCV].



Utilizzando l'identita vettoriale [OH] = [OC]+[CHF [OC] + wCV] si trovano le coordinate di H
(X Vi Z9) = (%o Yoo Zo) + (@, b, ©) = (x+wa, y+uwh, Z.+ux)

A guesto punto dobbiamo trovare il valoreugi

Se indichiamo con h la lunghezza del vettore [Cldpe u la lunghezza del vettore [CV] allora da

[CH] = 0[CV] si ha che h =ou. Inoltre, se t € una retta passante per V e taagdla sferg’ in un

punto A, allora consideriamo il triangolo CAV retgolo in A. La lunghezza del cateto CA e

uguale al raggio r della sfera. Poiché A & un pu@ita circonferenz&, il segmento AH si trova

sul piano H e, quindi, &€ perpendicolare al segmétoPer cui il segmento CH é la proiezione del

cateto CA sull'ipotenusa CV. Tenendo conto del primorema di Euclide, si ha subito cRe=ruh

Per cui alla fine si ha ché  wu? = w(@ + b2 + @) ovverow = /(& + 2 + A).

Infine, avendo le equazioni die di}, troviamo I'equazione del cono usando la (2518)(25.10).

25.27. EsempioTrovare I'equazione del cono di vertice ¥ (Y, z) = (0, 0,-6) e circoscritto alla
sferay’ di equazione F(x, y, z) 2% V¥ + Z + 4y = 0.
Il centro della sfera & C{xy,, z.) = (0,-2, 0), il raggio della sferae r = 2.

Troviamo l'equazione del piarmo: a(x- x,,) + b(y-y,) +c(z-z,) =0

Da (a, b, €) = (¥~ X, Yo = X, 20— Xo) = (0, 2,-6) si ha chev=r?/(&? + ? + &) = 1/10 < 1.
Quindi, le coordinate di H sono,(xy,,, Z,) = (X.+wa, y+wb, z.+wc) = (0,-9/5,-3/5).

Per cui I'equazione die 0(x— 0) + 2(y + 9/5)- 6(z + 3/5) =y-3z=0. Percuid = 0.
Dalla (25.9) otteniamd =(y—3z)/18 da cuit-1=(y-3z-18)/18

Tenendo conto che Fxy;, z,) = (x))* + (y)* + (z)° + 4y, = 0, dalla (25.10) si ha che

2 2 2
—1—8)( + _i +| —-6- 18(Z+6) + _ 18y =0
y—-3z-18 y—-3z-18 y—-3z-18 y—-3z-18

Moltiplicando tutto per (y- 3z - 18 otteniamo
(-18x)% + (-18y)” +(~6y)* + 4(-18y)(y -32-18 =0
9x* +8y* +6y(z+6)=0.

che e I'equazione del cono. Si osservi che tala2gne € un’equazione algebrica omogenea di 2°

grado nelle incognite X, y e (z+6).



25.28.Definizione. Diremocilindro una superficie luogo @b’ rette (dettegeneratrici del cilindro)
dello spazio aventi tutte la stessa direzione. tlraa che incontri ogni generatrice in un punto si

dicedirettrice del cilindro (quindi la direttrice h& punti).

25.29. Equazione cartesiana di un cilindroRer senplicita, tratteremo un cilindré tale che:

* la direttricesia una curva pianQ ottenuta come intersezione di una superficidi equazione
F(x,y, z) =0 e di un piano di equazione ax + by + cz + d = 0;

* le generatriciabbiano la direzione di un vettore= (I, m, n) non parallelo &; cioé al+bm-+c#0.

Un generico punto P(X, y, z) dello spazio appaetiehcilindro® se e solo se il punto P appartiene
ad una rett® parallela al vettorg = (I, m, n) e passante per un puni¢xi yi, z1) della curvaQ.

X=It+x
Quindi, una terna di equazioni parametriche delteap e data da y=mt +y,
z=nt+z

Da cui si ha che le coordinate del puntdl® =nn> sono date da
X =x—It
25.30 y,=y—-mt
z=z-nt
Dall'identita ax + by, + cz + d = 0 (dovuta al fatto che[Pr) e dalla (25.30) otteniamo
a(x—=It) +b(y-mt)+c(z-nt)+d =0

da cui, tenendo conto cta +bm+cn# 0, si ha che

25.31 _axtbyreztd g0

al +bm+cn
Dall'identita F(x, y1, z1) =0 (dovuta al fatto che;BY)) e dalla (25.30) otteniamo
25.32 F(x-It,y—-mt,z—nt) =0

Sostituendo in quest’ultima il valore di t trovamto(25.31), si ha
(25.33) F(x=19(x,y,2),y=m9(x, Y, 2), 2= nd(x,y,2))

che é proprio I'equazione cartesiana del cilindiro



25.34. EsempioScrivere I'equazione del cilindro con generatparallele al vettore = (1, 1, 0) e
direttriceQ =nnY doveY : F(x,y, zZ) =X+ 2y —3Z +4x=0en: 2x-y-z = 0.
Siccome (I, m,n)=(1, 1, 0) e (a, b, c) =2, -1), dalla (25.31) si ha chte=2x-y-z.

X =X-lt=x-t
Per cui dalla (25.30) sihgy; =y-mt=y-t

z=z-nt=z
Tenendo conto della (25.32), nel nostro caso shiea(x —t)? +2(y —t)% —3z% + 4(x—t) =0.
Sostituendo il valore di t si ha

(-x+y+2)2+2(-2x+2y+2)? —322 +4(-x+y+2) =0

e, infine,

ox? +9y2 -18xy—10xz+10yz—-4x+4y+4z=0

25.35. EsempioScrivere I'equazione del cilindro che proiettaogdanalmente sul piano XY la
circonferenza) intersezione della sfefg di equazione F(x, y, z) Zx y* + Z -1 =0 e del piano
n:X+y—-z-1=0.Quindi, (a, b, c,d) =(1, 21, -1).

Siccome le generatrici del cilindro sono paralkl&asse Z prendiame = (0, 0,-1).

Perla (25.31) sihache=x+y-z- .1

X =X—0t=X
Per cui dalla (25.30) sihay; =y-0t =y

z=z-(-Dt=z+t=x+y-1
Tenendo conto della (25.32), nel nostro caso shieax? + y? +(z+t)2 -1=0.
Sostituendo il valore di t si ha

x2+y2+(x+ y—1)2—1:O

e, infine,

X2 +y?+xy—x-y=0

25.36. Osservaziond cilindro @ dell’esercizio precedente ha le generatrici palalbll’'asse Z.
Inoltre, il pianoTt di equazione z = 0 incontra ogni generatrice insahpunto. Quindi, la curva

pianaQ che si ottiene intersecandoconTt é una direttrice del cilindro. La curga e la conica di

equazionex2 + y2 +xy—Xx-Yy =0 sul piano XY.



25.37. Cilindro con direttrice sul piano XY.Trattiamo ora il caso in cui il pianoe il piano XY,
ovvero il piano di equazione z = 0. In tal caselavaQ si rappresenta con un'equazione del tipo
F(x, y) = 0. Siccome il vettore = (I, m, n) € un vettore non parallelo al piansi ha che g 0.
Essendoa=b=d=0ec =1, dalla (25.31) siuidto che t = z/n e 'equazione del cilindro e

X =x-lt=x-(/n)z
Quindi, da (25.30) si hay; =y-mt =y—-(m/n)z

zz=z-nt=z-(n/n)z=0

Per cui 'equazione (25.32) diventa semplicemente
I m
25.38 F(x—ﬁz,y—ﬁz):o.

Essendo g 0, possiamo sempre scegliere il vettwia modo che sian = 1. In tal caso si ha
25.39 F(x-lz,y—-mz)=0

25.40. EsempioScrivere I'equazione del cilindro avente per dire¢ la conica del piano XY di
equazione X+ 2y* — 5 = 0 e le generatrici parallele alla retta s =4x+ 2 = 2y-z- 2 = 0.

Una terna di parametri direttori di s € la ternar(] n) = (1, 2, 4). Per la (25.38) si ha I'equagio

()(—%)2 + 2(y—§)2 -5=0 ovvero (4x— 2)2 +8(2y - 2)2 -80=0 e infine

16x2 +32y? +972 —8xz-32yz-80=0.

25.41. EsempioScrivere I'equazione del cilindro avente per dire¢ la curvaQ del piano XY di

equazione y = cos(X) e le generatrici parallele sdtta s : x 2z =y + 3z~1 = 0.

Una terna di parametri direttori di s € la ternar(] n) = (23, 1). Per la (25.39) si ha I'equazione
(y+3z)—cos(x-2z) = 0.

25.42. EsempioScrivere I'equazione del cilindro avente per dire¢ la circonferenza del piano

XY di equazione %+ y* - 2x = 0 e le generatrici parallele alla retta s= k= z.

Una terna di parametri direttori di s € la ternar(] n) = (1, 1, 1). Per la (25.39) si ha 'equagio
(x=2)* + (y-2)? = 2(x-2) = ¥ + Y* + 27 - 2xz— 2x + 2z = 0.

25.43. EsempioScrivere I'equazione del cilindro avente per dire¢ la curvaQ del piano XY di
equazione y =%ee le generatrici parallele al vettore v-5( 4, 1). Per la (25.39) si ha I'equazione

y+4z-e%2 =0



25.44. Cilindro con direttrice sul piano XY e geneatrici parallele all’asse Z.
Se il vettorev € parallelo all'asse Z, ovvexo= (I, m, n) = (0, 0, 1), 'equazione del cilindeo
25.45 F(x,y)=0

25.46. Osservaziondn modo analogo si puo dimostrare che un cilirmbo direttrice sul piano XZ
e generatrici parallele allasse Y si pud rappr&sen con un’equazione cartesiana del tipo
G(x, z) =0 e che un cilindro con direttrice suhmd YZ e generatrici parallele allasse X si puo

rappresentare con un’equazione cartesiana deHijpoz) = 0.

In generale, si potrebbe dimostrare il seguente
25.47. TeoremaNello spazio la superficie rappresentata da urdemune cartesiana in due sole
variabili € un cilindro con le generatrici parafledll’asse del sistema di riferimento avente il Bom

della variabile che manca e viceversa.

25.48. DefinizioneSia @ un cilindro avente come direttrice una curva piéha& le generatrici
parallele ad un vettore non parallelo al piana contenent€). SeQ e una circonferenza e e
perpendicolare al piano, allora diremo che&d un cilindro rotondo o cilindro circolare retto. La
retta s parallela @ e passante per il centro Hdiviene dettaasse del cilindro. Tale cilindro € la
superficie delleco® rette parallele all'asse s ed aventi da essarndistaiguale al raggio r della

circonferenzdd.

25.49. DefinizioneSia ), una sfera di centro C e raggio r. Siain vettore non nullo. Si® la
superficie luogo delle rette paralleles & tangenti &.. Non é difficile rendersi conto che i punti di
tangenza di tali rette con la sfera formano uneodiferenza. Quindi ® € un cilindro che viene

dettocilindro circoscritto alla sfera Y . Inoltre, la circonferenz@ e una direttrice di tale cilindro.

25.50. OsservazioneSia® il cilindro circoscritto alla sfera della definarie precedente e siall
piano contenente la circonferenza direttriee Non ¢é difficile rendersi conto che il vettovee

perpendicolare al piarm Quindi,® € un cilindro rotondo.



25.51. Equazione del cilindro rotondo.

25.51.1Del cilindro sono note I'equazione della sfgr& del pianar.

In tal caso vettorg € un qualunque vettore perpendicolare al prarlaa circonferenza direttric@

e l'intersezione dic e ).

25.51.2.Del cilindro sono note I'equazione dell’asse kraggio r diQ.

In tal caso il vettorer € un qualunque vettore parallelo all'asse s. Bceltpiacere, un punto
H(x,, ¥, ) sullaretta s, sia il il piano passante per H e perpendicolare abovev. Infine, sia la
sfera}’ di centro H e raggio r. La circonferenza diretz e I'intersezione dic € > .

25.51.3.1l cilindro e circoscritto ad una sfeyae ha le generatrici parallele ad un vettare

In tal caso sia il piano passante per il centro C della sfgra perpendicolare\a La circonferenza

direttriceQ é l'intersezione dic e ).

25.52. Esempi.

25.52.1Sia Q la circonferenza ottenuta come intersezione ddia#a ) di equazione cartesiana

X+ +7Z-2x+y+1=0 e del pianodi equazione cartesianaxXy + z = 0.

Un vettore perpendicolarereev (1,-2, 1) = (I, m, n). Per la (25.31) si ha t =(2y + z )/6.

Per la (25.32) si ha €)% + (y+2tf + (z-t)* - 2(x-t) + (y+2t) + 1 = 0. Sostituendo il valore di t&i
(bx+ 2y—z)2 +4(x+y+ z)2 +(—x+ 2y+52)2 -12(5x+2y-2)+12(x+y+2z)+36=0

ovvero 5x? +2y2 +522 +4xy—2xz+4yz-8x—-3y+4z+6=0.

25.52.2Trovare I'equazione cartesiana del cilindro circelaetto avente per asse la retta s di
equazioni x-1=z-2 =0 e passante per il punto A(3, 0, 0). Un vettparallelo all'asse s e il
vettorev = (0, 1, 0) = (I, m, n). Il piana passante per A e perpendicolare all’asse s haziemga

y = 0. Il punto d’intersezione di con l'asse s € H(1, 0, 2). Il raggio della cir@nehzaQ € uguale
alla distanza del punto A dall’asse s ovvero ldadiza di A da H. Quindi’= 8. Un’equazione

della sfera di centro H e raggio r &0F + y* + (z-2)° - 8 = 0. Dalla (25.31) si ha t=y. Per la
(25.32) si ha((x - 1t) —=1)? +((y - mt))? +((z-nt) - 2) -8=0 ovvero (x-1)? +(z-2)*>-8=0.
25.52.3Trovare I'equazione del cilindro circoscritto affferay x> +y? + Z2-2x+3y-z+1=0e
avente le generatrici parallele alla retta di eqpraz =y = z. |l centro dp_ € C(1,-3/2, 1/2). Si ha
chev =(1, 1, 1). Il pianat ha equazione 64)+(y+3/2)+(z1/2) = x+y+z. Per la (25.31) si ha che
t = (x+y+2z)/3. Per la (25.32) si ha{£)? + (y-mt)* + (z-nt)? — 2(x-lt) + 3(y-mt) = (z-nt) + 1 =0
(2x—y—z)2 +(—x+ 2y—z)2 +(—x—y+22)2 -6(2x-y-2)+9(—x+2y-2)—-3(2x-y-2)+9=0

2X2 +2y? + 2722 - 2xy - 2xz - 2yz - 6x+9y -3z+3=0.



