24. La sfera ela circonferenza nello spazio.

24.1. Definizione. Diremosferal’insieme di tutti e soli ii{ luogo de) punti dello spazio che hanno

la stessd@istanza R > 0 (dettaraggio della sfera) da ufissato punto (dettocentrodella sfera).

24.2. Lemma. Sia RC(Oj, j, k) un riferimento cartesiano ortonormale dello spazi
SeZ e una sfera di centro G{xyc, zc) e raggio R > 0, allora un punte(®, Yo, zo) dello spazio

appartiene alla sfera se e soldasterna delle sue coordinate € una soluzioné&dethzione
() X=X)*+ (Y= Yo)* + (2= )’ = R
Dimostrazione. Py(Xo, Yo, 2)02 < d(R, C)=R>0 - [d(R, C)fF=R -

o (X=X’ + Mo-Yo)?+ (-2’ =R < (X, Yo, Z0) € una soluzione di().

24.3. Teorema. Sia RC(0Oj, j, k) un riferimento cartesiano ortonormale dello spazi

Il luogo Z dei punti dello spazio le cui coordinate soddiefan’equazione del tipo
(#) +yY+Z+ax+by+cz+d=0

& una sfera se e solo s& + b? + & — 4d > 0.

Inoltre, tale sfera ha il centro nel punto—é;(, —g, —%) e raggio R %\/az +b%+c?-4d.

Dimostrazione. L’equazione &) é equivalente ad ognuna delle equazioni seguenti
X>+ax+y¥+by+Z+cz+d=0
[x + (a/2)F - @/2F + [y + (b/2)F = (b/2Y + [z + (c/2)f - (c/2¢ +d = 0
[X = (~a/2)F + [y = (-b/2)P + [z - (-c/2)? = (£ + P + & - 4d)/4
Quest'ultima, postoo gc=-a/2, \ :=-b/2, 2z :=-c/2 ed= (& + ? + & - 4d)/4 si riscrive cosi
(&) X=Xx0)*+ (Y=Y + (2= 2)* =3
Ora, si osservi che per ogni terna (x, Yy, z) di edmeali il primo membro dell’equazione ) é

sempre maggiore o uguale a zero. Quindi, 'equaz{en ha_infinitesoluzioni se e solo s&> 0.

Per cui, I'equaziones() rappresenta una sfera se e soldse0 ovvero (a+ b + ¢ - 4d) > 0.

Essend® > 0, possiamo porre R #0 :%\/az +b%+c?-4d e I'equazione«) si riscrive cosi

(v) (X-X)?+ (Y- Yo)? + (z-z)* =R

che é I'equazione della sfera di centro-&@,-b/2,-c/2) e raggio R %—\/az +b%+c?®-4d. m



24.4. Osservazione. Per ogni numero reatenon nullo, I'equazione
ax? +ay? + oz + (aa)x + @b)y + (@c)z + @d) = 0
e equivalente (cioé ha le stesse soluzioni) albggqne

X>+yY+Z+ax+by+cz+d=0.
Tenendo conto del Teorema 24.3 e dell’OsservaZZdng é ben posta la seguente

24.5. Definizione. Sia RC(Oj, j, k) un riferimento cartesiano ortonormale dello spazi
SeZ é una sfera i cui punti hanno coordinate che sotte e sole le soluzioni dell’equazione
(#) +yY+Z+ax+by+cz+d=0 cofal’+cE-4d>0

allora diremo cheX) € I'equazione cartesiana della sfexa

24.6. Osservazione. (mutua posizione di un piano e una sjera
Sia RC(O|, j, k) un riferimento cartesiano ortonormale dello spadianortun piano & una sfera

di centro C(%, Yc, Zc) e raggio R > 0. Si ha che:

1) dCm>R o mnZ=0 il piano e esterno alla sfera;
(2) dCim =R o in Z ={Pg} il piano é tangente alla sfera in un puntp P
3) d(C,m <R = mnx=C il piano incide la sfera in una circonferer&a

24.7. Corollario. (piano tangente ad una sfera in un suo pynto
Il piano tangente nel punta®o, Yo, Zo) ad una sfera di centro GXyc, Zc) ha equazione
(Xc = X0)(X = Xo) + (Yo = Yo)(¥ = Yo) + (zc — 20)(z—20) = O
Dimostrazione. Il piano appartiene alla stella atxo) + b(y— yo) + c(z— zp) = 0 di piani per R

Poiché il vettore [[C] e perpendicolare al piano, scegliamo (a, b, Qc= Xo, Yc — Yo, Zc — Zp). W



24.8. Osservazione. (mutua posizione di un retta e una sfera
Sia RC(O|, j, k) un riferimento cartesiano ortonormale dello spaSiano s una retta2euna sfera

di centro C(%, Yc, Zc) e raggio R > 0. Si ha che:

(1) d(C,s)>R o snz=0 la retta e esterna alla sfera;
(2) d(C,s)=R o sn Z ={Pg} la retta e tangente alla sfera in un pungp P
(3) d(C,s)<R o sn Z={A, B} la retta incide la sfera in due punti ABe

24.9. Osservazione. (mutua posizione di due sfere aventi lo stesso mggi
Sia RC(0j, j, k) un riferimento cartesiano ortonormale dello spa&iano> e’ due sfere aventi

lo stessaaggio R > 0. Indicati con Céxyc, zc) e C'(Xc, Yc, Zc') i loro centri, si ha che:

Q) d(C,C)=0 = le due sfere coincidono;

(2) 0<d(C,C)<2R = l'intersezione delle due sfere e una circonfead?)z
(3) d(C,C)=2R = le sfere sono tangenti esternamente in un pupto P
(4) d(C,C)>2R = le sfere sono esterne fra loro.
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24.10. Osservazione. (mutua posizione di due sfere aventi due raggi giyer

Sia RC(0j, j, k) un riferimento cartesiano ortonormale dello spa&iano> e’ due sfere aventi

raggi R e R’ taliche R > R’ > 0. Indicati con G(¥c, zc) e C'(Xc, Yo', Zc) i loro centri, si ha che:

(1) d(c,C)=0

(2) 0<d(C,C)<RFR

(3) d(C,C)=R-K’

4) R-R' <d(C,C)<R+R’
(5) d(C,C)=R+FR’

(6) d(C,C)>R+FR’
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la sfera>’ € interna e concentrica alla sfexta

la sfera>’ € interna alla sfera;

la sfera>’ & interna e tangente iny Blla sfera;
I'intersezione delle due sfere & una circonfera?)za
le sfere sono tangenti esternamente in un pugto P

le sfere sono esterne fra loro.
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24.11. Osservazione. (equazioni cartesiane di una circonferenza nellozepa
Nell’Osservazione 24.6 abbiamo visto che I'intersee di una sfera di centro C e raggio R >0
ed un pianort tale ched(C,m <R e una circonferenz& Per cui se ax+by+cz+d =0 e
I'equazione del pianate ¥ +y +Z +ax+by+cz+d=0 & 'equazione della sfErallora i
punti della circonferenz@ sono tutti e soli i punti le cui coordinate sodal® il sistema
(¥) {x2+y2+22+ax+by+cz+d:O
ax+by+cz+d=0

Le equazioni¥) vengono dettequazioni cartesiane di una circonferenezlo spazio.

Il raggio r della circonferenz& e r :\/R2 - [d(C, n)]2 .

La retta s passante per il centro C della steegoerpendicolare mha equazioni parametriche

X=at+xg
S:iy=bt+y..
z=Cc't+z.

Il centro C’ della circonferenza il punto d’'intersezione della retta s con ilrmiat

X=at+Xc
y=bt+yc
z=Cct+zc
ax+by+cz+d=0

{C}=s nm:

(a',b',c")




24.12. Osservazione. (retta tangente ad una circonferenza nello spazio
Sia€ una circonferenza dello spazio avente equaziatesiane
e {x2+y2+zz+ax+by+cz+d20
ax+by+cz+d=0
intersezione della sfera
S +yY+Z+ax+by+cz+d=0
e del piano

m.ax+by+cz+d=0.

Siano RB(Xo, Yo, Zo) un punto della circonferenfae t € la retta tangente i &la circonferenz&.

Se C(%, Yo, Zc) € il centro della sfera, allora il piambtangente in Ralla sfera& ha equazione

T (Xc = Xo)(X = Xo) + (Yc = Yo)(Y = Yo) + (Zc — 20)(z—2) = O

Si vede subito che la retta t si puo rappresertiange intersezione del piamocol pianort, per cui

la retta t tangente ingRlla circonferenz& ha equazioni cartesiane
_ {a‘x +b'y+cz+d'=0
(X =x0)(x =x0) + (Yc ~ Yo)(Y — Yo) + (zZc — Z0)(z2—29) =0




