11. Rango di una matrice.

Consideriamo una matrice di tipo mxn ad elementi reali rappresentata nel modo seguente:

iy a1 a13 a14 a1(n-1) a1n
a1 a2 a3 azq a2(n-1) aon
asy a32 a33 az4 a3(n-1) azn
A=
Am-1)1 &m-1)2 &m-1)3 d(m-1)4 a(m-1),(n-1)  &(m-1)n
| 2ml amz am3 ama am(n-1) amn |

Perognii=1,2,3, ..., (m-1), m, col simbolo Ai indicheremo la i-esima riga della matrice A.

Perognij=1,2,3,...,(n-1), n, col simbolo A indicheremo la j-esima colonna della matrice A.

Osservando che ogni riga di A e una n-upla ordinata di numeri reali possiamo scrivere

A1, Az, As, ..., Ami, AmeR’
e parleremo di vettore riga.

Osservando che ogni colonna di A & una m-upla ordinata di numeri reali possiamo scrivere
1 2 3 -1
AAA, ATACR"

e parleremo di vettore colonna.

. 2 3 0
11.1. Esempio. A =
1 -7 4

Le due righe di A sono le terne ordinate A1 = (2, 3,0) e A1 = (1, -7, 4).
Le tre colonne di A sono le coppie ordinate A= (2, 1), A= (3,-7)e A= (0, 4).
Le righe di A sono vettori dello spazio R’ delle terne ordinate di numeri reali.

Le colonne di A sono vettori dello spazio R’ delle coppie ordinate di numeri reali.

1
5
23

11.2. Esempio. A =

w O B+
&~ b O

Le tre righe di A sono le terne ordinate A1 = (1, 1, 0), A2=(0, 5, 1) e Az = (3, 23, 4).
Le tre colonne di A sono le terne ordinate A" = (1,0, 3), A= (1,5,23) e A= 0,1, 4).

Sia le righe che le colonne di A sono vettori dello spazio R’ delle terne ordinate di numeri reali.



Ricordiamo che col simbolo M(m, n, R) indichiamo I’insieme (Spazio vettoriale) contenente tutte e

sole le matrici di tipo mxn ad elementi reali.

11.3. Definizione. Sia AeM(m, n, R). Siccome le righe di A sono vettori dello spazio R possiamo
considerare il sottospazio <Az, Az, As,..., Am-1, Am> da essi generato. Tale sottospazio viene detto

spazio delle righe della matrice A e indicato col simbolo Ra. Quindi,

Ra=<A1, A2, As,..., An1, An>

11.4. Definizione. Sia AeM(m, n, R). Siccome le colonne di A sono vettori dello spazio R"

possiamo considerare il sottospazio <A, Az, A3, ...,An'l, A'> da essi generato. Tale sottospazio

viene detto spazio delle colonne della matrice A e indicato col simbolo Ca. Quindi,

n-1 n

ea=<A A A AT A

11.5. Esempio. A = {2 3 O]
1 -7 17

e Lo spazio Ra delle righe di A € il sottospazio di R’ generato dalle terne
A1=(2,3,0)eA=(1,-7,17). Ciog, Ra = <(2, 3, 0), (1, -7, 17)>.
e Lo spazio €a delle righe di A € il sottospazio di R’ generato dalle coppie
A'=(2,1),A"=(3,-7) e A’ = (0, 17). Ciog, Ca = <(2, 1), (3, -7), (0, 17)>.
e Si noti che gli spazi Ra e Ca sono sottospazi di spazi diversi.
Quindi, non ha senso chiedersi se essi siano uguali.
e Osservando che nessuna delle due terne (2, 3, 0) e (1, -7, 17) ¢ multipla dell’altra (cioé non sono
proporzionali) si ha che esse sono linearmente indipendenti. Poiché sono anche generatori di Ra

abbiamo provato che B = ((2, 3, 0), (1, -7, 17)) e una base dello spazio Ra .Quindi, dimRa = 2.

¢ Si noti che la coppia A= (0,17) si puo scrivere come combinazione lineare delle altre due
A'=(2,1), A" = (3, -7). Infatti, 3(2, 1) + (-2)(3, -7) = (0, 17). Quindi, (0, 17)e<(2, 1), (3, -7)> e

<(2,1), (3,-7)>=<(2,1), (3,-7), (0, 17)> = €a

Per cui le due coppie (2,1) e (3,-7) sono sufficienti per generare lo spazio delle colonne.
Osservando che nessuna delle due coppie (2,1) e (3,—7) ¢ multipla dell’altra (cio¢ non sono
proporzionali) si ha che quelle due coppie sono anche linearmente indipendenti. Abbiamo provato
che B’ =((2, 1), (3, 7)) € una base dello spazio Ca . Quindi, dim€a = 2.



1 1 0
11.6. Esempio. A=|0 5 1].
3 23 4

e Lo spazio Ra delle righe di A ¢ il sottospazio di R’ generato dalle terne

Ai1=(1,1,0), A2=(0,5, 1) e Az = (3, 23, 4). Ciog, Ra = <(1, 1, 0), (0, 5, 1), (3, 23, 4)>.

e Lo spazio €a delle righe di A € il sottospazio di R’ generato dalle terne

A'=(1,0,3), A°=(1,5,23) e A’ = (0, 1, 4). Ciog, Ca = <(L, 0, 3), (L, 5, 23), (0, 1, 4)>.

e In questo caso lo spazio Ra delle righe e lo spazio Ca delle colonne di A sono sottospazi dello

stesso spazio R’. Quindi, ha senso chiedersi se essi siano uguali.
e Si noti che la terna Az = (3, 23, 4) si puo scrivere come combinazione lineare delle altre due
A1=(1,1,0) e A= (0,5, 1). Infatti, 3(1, 1, 0) +4(0, 5, 1) = (3, 23, 4).
Quindi, (3, 23,4)e<(1,1,0),(0,5,1)> e

<(1,1,0),(0,5,1)>=<(1,1,0), (0,5, 1), (3,23, 4)> = Ra
Per cui le due terne (1, 1, 0), (0, 5, 1) sono sufficienti per generare lo spazio delle righe.
Inoltre, osservando che nessuna delle due terne ¢ multipla dell’altra (cioé non sono proporzionali) si
ha che quelle due terne sono anche linearmente indipendenti. Abbiamo provato che B = ((1, 1, 0),
(0, 5, 1)) € una base dello spazio Ra delle righe di A. Quindi, dim®Ra = 2.

e Si noti che la terna A" = (1,5, 23) si puo scrivere come combinazione lineare delle altre due

A =(1,0,3)e A’ =(0, 1, 4). Infatti, 1(L,0,3)+5(0, 1, 4) = (L, 5, 23).

Quindi, (1, 5, 23)e<(1,0,3), (0,1, 4)> e
<(1,0,3), (0, 1, 4)>=<(1, 0, 3), (1,5, 23), (0, 1, 4)> = €a
Per cui le due terne (1, 0, 3), (0, 1, 4) sono sufficienti per generare lo spazio delle colonne.
Inoltre, osservando che nessuna delle due terne € multipla dell’altra (cioe non sono proporzionali) si
ha che quelle due terne sono anche linearmente indipendenti. Abbiamo provato che B’ = ((1, 0, 3),
(0, 1, 4)) € una base dello spazio €Ca delle colonne di A. Quindi, dimCa = 2.
e Laterna (3, 23, 4), che ovviamente appartiene allo spazio Ra delle righe di A (é la terza riga di A)
non appartiene allo spazio Ca delle colonne di A. Infatti, non e possibile ottenere la terna
(3, 23, 4) come combinazione lineare degli elementi della base B’ dello spazio Ca.
(3,23,4)eCa < Fa,peR:a(l,0,3)+p(0,1,4)=(3234) <
< do,BeR:(a, B, 3at4B)=(3,23,4) < Fa,peR:a=3 et p=23 et 3atdf=4 <
& 9+92=4 < 101=4 (assurdo)



e Laterna (1, 5, 23), che ovviamente appartiene allo spazio Ca delle colonne di A (¢ la seconda riga
di A) non appartiene allo spazio Ra delle righe di A. Infatti, non é possibile ottenere la terna

(1, 5, 23) come combinazione lineare degli elementi della base B dello spazio Ra.

(1,5,23)e Rn < FJo,peR:a(l,1,0)+p(0,51)=(1,5,23) <

< do,peR:(a, atbB, B)=(1,5,23) < do,peR:a=1et =23 et atbp=5 <

< 1+105=5 < 106=5 (assurdo)

e Laterna (19, —16, —7) appartiene sia allo spazio Ra che allo spazio Ca infatti
(19,-16,-7)=19(1,1,0) + (-7)(0,5,1) et (19,-16,-7)=19(1,0, 3) + (-16)(0, 1, 4)

¢ Ne concludiamo che i sottospazi Ra e €a hanno intersezione non vuota ma nessuno dei due ¢

sottospazio dell’altro. In particolare, si ha che i sottospazi Ra e €a sono diversi.

11.7. Osservazione. Nei due precedenti esempi abbiamo visto che:
11.7.1. lo spazio Ra delle righe di una matrice A e lo spazio €a delle colonne di una matrice A non

sono, in generale, sottospazi di uno stesso spazio;

11.7.1. anche quando Ra e Ca sono sottospazi dello stesso spazio, in generale, si ha A # Ca .

11.8. Osservazione. In ognuno dei due precedenti esempi abbiamo visto che dimfRa = dimCa.

Quanto osservato in 11.8 e vero in generale, cioé si puo provare il seguente:

11.9. Teorema. Lo spazio Ra delle righe e lo spazio €a delle colonne di una matrice A hanno la

stessa dimensione ovvero dimRa = dime€a.

Tenendo conto del Teorema 11.9 € ben posta la seguente

11.10. Definizione. Diremo rango di una matrice A, e lo indicheremo col simbolo rg(A), la

dimensione del suo spazio delle righe oppure la dimensione del suo spazio delle colonne.

11.11. Osservazione. Se AeM(m, n, R) allora 0 <rg(A) <min{m, n}. Inoltre, rg(A) =0 se e solo
se A é la matrice nulla (tutti i suoi elementi sono uguali a zero). Infatti,
rg(A) =0 < dim®Ra =0 < Ra =<0>={0} < tutte le righe di A sono nulle < A é la matrice

nulla.



11.12. Definizione. Diremo che AeM(m, n, R) e una matrice a scalini se verifica le proprieta:
(SCAL1L) Se unariga di A & la riga nulla (cioe i suoi elementi sono tutti zeri) allora sotto di essa ci
possono essere solo righe nulle.

(SCAL2) Se Ai = (ai1, ai2, ais, ai4, ..., di(n-2), di(n-1), &in ) € Una riga non nulla e h e il minimo indice di

colonna per cui € ain = 0, allora ag+1),k = 0 per ogni k < h.

2 3
11.13. Esempio. La matrice A = {

1 7 4} non é a scalini. Infatti, poiché la prima riga non é

nulla e a;1 =2 =0 si ha che h=1 ¢ il minimo indice di colonna per cui ain # 0. Per soddisfare la

proprieta (SCAL2) dovrebbe essere a,x = 0 per ogni k <h =1 cioe a1 =0. Maax =-1#0.

0
11.14. Esempio. La matrice A = O} e a scalini. Perché?

o O o w

11.15. Esempio. La matrice A =

2
0
0 1 ‘ - . . . N

N 1 non é a scalini. Perché? Poiché la | riga non e nulla ed

e a3 =1+ 0sihacheh=3¢é il minimo indice di colonna per cui ain = 0. Per soddisfare la proprieta

(SCAL2) dovrebbe essere azk =0 per ogni k <h =3 cioé az3=0. Maaxz =1=0.

011
11.16. Esempio. La matrice A = 0 0 e a scalini. Perché?
: : [0 0]. - .
11.17. Esempio. La matrice A = 00 0 e a scalini. Perché?
4 5 1
11.18. Esempio. Lamatrice A=|0 -3 1 |e ascalini. Perche?
0o 0 -2
4 5 1
11.19. Esempio. La matrice A= |0 0 1 | non é a scalini. Perché? Poiché la Il riga non é nulla
0 3 -2

ed & az3=1+0 si ha che h=3 & il minimo indice di colonna per cui axn # 0. Per soddisfare la

proprieta (SCALZ2) dovrebbe essere asx = 0 per ogni k < h = 3 cioe la Il riga dovrebbe essere nulla.



11.20. Esempio. La matrice A= |0

11.21. Esempio. La matrice A= |0

0
11.22. Esempio. La matrice A= |0
0

0
0
0

¢ a scalini. Perché?

1| & ascalini. Perché?

1

1| non é a scalini. Perché? Poiché la I riga non ¢ nulla ed

0

e a3 =1 0sihacheh=3¢ il minimo indice di colonna per cui ain # 0. Per soddisfare la proprieta

(SCAL2) dovrebbe essere a2k = 0 per ogni k < h = 3 cioé la Il riga dovrebbe essere nulla.

L'importanza delle matrici a scalini € data dal seguente

11.23. Teorema. Il rango di una matrice a scalini & uguale al numero delle sue righe non nulle.

11.24. Esempio. Si consideri la seguente matrice di tipo 7x9 a scalini avente le ultime due righe

nulle. Proviamo che il suo rango é uguale al numero delle sue righe non nulle, cioe 7 —2 =5.

09 3 0
0 0 -1 5
00 0 O
A=|0 0 0 O
00 0 O
00 0 O
00 0 O
T
S1 Sp S3 Sy

15 5 5 Tl
40 0 -2 1l
7 0 -3 4 6la,
0 0 0 11 Ola,
0 0 0 0 8la
000 0 0
0 0 0 0 O
L D Y N

S5 S¢ Sz Sg Sg

Quindi, proviamo che le cinque righe non nulle sono linearmente indipendenti. Per far cio,

consideriamo una combinazione lineare di tali righe con coefficienti aq , oy, a3, o4, 05

o Ap + 0p Ay + ag Ag + oy + agAs = (S1, Sy, Sg, Sa4r S5 Sy S75 g So)



e mostriamo che essa e uguale al vettore nullo se (ovvio) e solo se oy = ap = a3 = oy = a5 = 0.

Quindi, supponiamo che sia (Sy, Sy, S3, S4, S5y Sgr S75 Sgy Sg) = (0,0, 0,0,0,0,0, 0, 0).

Si ha subito che

$5=91=0 = o1=0

s3=3a1+(-ay=0 = —ay,=0 = ay=0

S5 =(-1)og +4ay +703=0 = T703=0 = o03=0

Sg = 5aq +(-2)ay + 4oz + 1loy =0= 1lay =0 = ay=0

Sg=T7aq + lay + 603 + 00y +8a5=0= 8a5=0 = a5=0

Avendo provato che a4 = oy =ag =04 =0a5=0, si ha che le cinque righe non nulle di A sono

linearmente indipendenti.

11.25. Osservazione. Data una qualsiasi matrice A, usando il solo scambio di righe, & sempre
possibile ottenere una nuova matrice B tale che:

- le eventuali righe nulle di A sono le ultime righe di B;

-se bin conh>2 e il primo elemento non nullo della i-esima riga di B, allora bg+1k =0 per ogni
k <h-1 (si osservi esplicitamente che se il primo elemento non nullo della i-esima riga di B e

proprio il primo elemento della i-esima riga, cioé b, # 0, allora nulla é richiesto).

11.26. Esempio. Consideriamo la matrice

000 0O 0 0 O 0 O
000 0O 0 3 0 8 0
00 2 -10 -1 0 -3 8 4

A<l00 0 0 0 0O 0 0 0
000 0 0 0 1 9 11
80 -1 5 4 0 0 -2 1
00 0 0 0 -6 -1 -17 -11]

Scambiando la I riga con la VI, la Il con la Il e la IV con la VI ottengo la matrice

80 -1 5 4 0 0 -2 1]
00 2 -0 -1 0 -3 8 4
000 0O 0 3 0 8 O
B=/0 0 0 0 0 -6 -1 -17 -11
000 0 0 0 1 9 11
000 O 0 0 0 0 O
000 0 0O 0 O 0 O]




Si vede subito che

- le righe nulle di B sono le sue ultime due righe;

- il primo elemento non nullo della I riga e proprio il suo primo elemento by =8 = 0;

-b23=2#0c¢il primo elemento non nullo dellall riga = bax =0 per ogni k <2 = 3-1;

- b3 =3 # 0 e il primo elemento non nullo della Ill riga = bax =0 per ogni k <5 =6-1;

- bss =—6 = 0 € il primo elemento non nullo della IV riga = bsx = 0 per ogni k <5 =6-1;
=

- bs7 =10 e il primo elemento non nullo della V riga bex = 0 per ogni k <6 = 7-1.

Si puo provare il seguente

11.27. Teorema. Sia A una matrice non nulla di tipo mxn.
Lerighe Ay, Ay, Az, Ay, ..., Agm-1) € Am , SONO un insieme di generatori dello spazio Ra.
Tramite un numero finito di opportune operazioni elementari applicate alle righe di A e sempre

possibile trovare m nuovi generatori By , By , B3, By , ..., B(m.1) € By, di Ra tali che la matrice B

avente proprio tali nuovi generatori come righe & una matrice di tipo mxn a scalino.

Ovviamente, Ra = Rz e, quindi, rg(A) = rg(B) = numero di righe non nulle di B.

11.28. Osservazione. Se A é una matrice a scalini allora si ha che
Se Ai = (ai1, ai2, ais, ai4, ..., di(n-2), Ai(n-1), &n ) € UNa riga non nulla e h & il minimo indice di colonna
per cui € ain =0, allora axh =0 per ogni k >i ovvero sono nulli tutti gli elementi che si trovano

"sotto" ain = 0.

02 3 0-155 5 7
00 -15 40 0 -2 1
00 00 7 0 -3 4

11.29. Esempio. [0 0 0 0 0 0 0 8
000000 O0 0 11
00 0O0O0O0GO0 0 O
00 0000 O0 0 O

a;o =2 =0 éil primo elemento non nullo della prima riga.
Tutti gli elementi al di sotto di a;, sono nulli.
ap3=-1#0 e il primo elemento non nullo della seconda riga.

Tutti gli elementi al di sotto di ay3 sono nulli.



ags =70 e il primo elemento non nullo della terza riga.

Tutti gli elementi al di sotto di ags sono nulli.

aug =5 = 0 e il primo elemento non nullo della quarta riga.

Tutti gli elementi al di sotto di azg sono nulli.

agg =11 =0 e il primo elemento non nullo della quinta riga, 5 < 9.

Tutti gli elementi al di sotto di agg sono nulli.

-1 0
: : : 0 1
11.30. Esempio. Calcolare il rango della matrice A= 1
-2 0
1 1 1
. : _ 3 0 1
Scambiando tra loro la I e la 111 riga ottengo la matrice B= 10
-2 1 0

Siccome byq = 3 # 0 sostituisco la seconda riga con B, + (-3)B; = (0, -3, -2)
Siccome bgq = 2 # 0 sostituisco la terza riga con B3 + (-2)B; = (0, -3, -2)

Siccome b,y = -2 = 0 sostituisco la quarta riga con B, + 2B1 = (0, 3, 2)

1 1 1

0 -3 -2
Ottengo C=

0 -3 -2

0 3 2

Siccome c3o = -3 # 0 sostituisco la terza riga con C3 + (-1)C, = (0, 0)

Sicome ¢4, = 3 # 0 sostituisco la quarta riga con C4 + C, = (0, 0)

1 1 1

0 -3 -2
Ottengo D=

0 0 O

0 0 O

La matrice D ¢ a scalini e il suo rango e 2. Quindi, anche la matrice iniziale A ha rango 2.
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2 3 0 1
11.31. Esempio. Calcolare il rango della matrice A= 1 2 -1 0
-2 0 0 -1
1 2 -1 0
Scambiando tra loro la | e la Il riga ottengo la matrice B=| 2 3 0 1
-2 0 0 -1

Siccome by = 2 # 0 sostituisco la seconda riga con B, + (-2)B; = (0, -1, 2, 1)

Siccome b3y = -2 = 0 sostituisco la terza riga con B3 + 2B1 = (0, 4, -2, 1)

1 2 -1 0
Ottengo C=|0 -1 2 1
0 4 -2 -1

Siccome ¢35 = 4 = 0 sostituisco la terza riga con C5 + 4C, = (0, 0, 6, 3)

1 2 -10
Ottengo D=0 -1 2 1
0O 0 6 3

La matrice D e a scalini e il suo rango e 3. Quindi, anche la matrice iniziale A ha rango 3.

11.32. Esempio. Calcolare il rango della matrice

000 0 0 O 0 0
000 0 0 3 8 0
00 2 -10 -1 0 -3 8 4

AZl00 0 0 0 0O 0 0 0
000 0 0 3 1 9 1
00-1 5 4 0 0 -2 1
00 0 0 0 -6 -1 -17 —11]

Scambiando la I riga con la VI, la Il con la Il e la IV con la VII ottengo la matrice
0 0 -1 5 4 0 0 -2 1]

00 2 -10 -1 0 -3 8 4
oo o0 0o 0o 3 0 8 0
B=f0 0 0 0 0 -6 -1 -17 -11
00 0o 0 0 3 1 9 11
00 0o 0 0 0 O 0 0
0o o0 0 0o 0 O 0 0

Il primo elemento non nullo della I riga di B & by3 =-1.

Siccome byz = 2 = 0 sostituisco la Il riga con B2 + 2B:



Il primo elemento non nullo della 111 riga di B € bgg = 3.
Siccome byg = —6 # 0 sostituisco la IV riga con B4 + 2B3

Siccome bgg = 3 # 0 sostituisco la V riga con Bs + (—1)Bs

00 -1540 0 -2 1
00 0 070 -3 4 6
00 0 003 0O 8 O
Ottengo la matrice C={f0 0 0 0 0 0 -1 -1 -11
00 0 0OO0OO0 1 1 11
00 0 000 O O O
00 0 000 O O O]

Il primo elemento non nullo della IV riga di C é c47 = —1.

Siccome cg7 = 1 = 0 sostituisco la V riga con Cs + Cq4

0 0 -1 540 0 -2 1]
00 0 070 -3 4 6
00 0 003 0 8 0
Ottengo lamatrice D=0 0 0 0 0 0 -1 -1 -11
00 0 000 O O o0
00 0 000 O O O
00 0 000 O O O]

La matrice ottenuta € a scalini e il suo rango € 4. Quindi, anche la matrice iniziale ha rango 4.

11
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12. Rango di una matrice: il caso delle matrici quadrate

Nel seguito A sara una matrice ad elementi reali di tipo nxn rappresentata nel modo seguente:

an
any
azp

a2
ano
azp

a3
a3
a33

ad(n-1)1 &(n-1)2 &(n-1)3

an1

an2

an3

a1(n-1) a1n
az(n-1) azn
a3(n-1) azn
4(n-1),(n-1) &(n-1)n
dn(n-1) ann |

12.1. Definizione. Diremo che A € una matrice (quadrata) di ordine n.

12.2. Definizione. Diremo diagonale principale di A, la n-upla ordinata

(@11, 822,833,844, A55, -

<5 3(n-2),(n-2) » (n-1),(n-1)1 » @nn )

12.3. Osservazione. Per ogni indice i di riga e ogni indice j di colonna si ha che:

e sei=jalloral’elemento aj; di Asitrova “sulla” diagonale principale;

ajg
a2
ass

aqq

ang |

e sei>jalloral’elemento ajj di Asitrova “al di sotto” della diagonale principale;

a1
agy
aqy
asg

az?
Y]
an)

a43
ds3 dgy

e sei<jalloral’elemento ajj di Asitrova “al di sopra” della diagonale principale.

ajp  a13
a3

a1q
any
a34

a5
ans
a35
a45
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12.4. Definizione. Diremo che una matrice quadrata A €:

e triangolare superiore se sono nulli tutti gli elementi al di sotto della diagonale principale, cioe

0
00
0 0O
0 00O

i>j = aij:O;

e triangolare inferiore se sono nulli tutti gli elementi al di sopra della diagonale principale, cioé

0 0 0 O]

0 00
i<j:>aij:O; 0 0
0

e diagonale se sono nulli tutti gli elementi che non si trovano sulla diagonale principale, cioe

0 00O
0

(@)

0
i¢j:>aij:0; 0 0
0

o O O o
o O O
o O

o

12.5. Osservazione. Una matrice quadrata A é diagonale se e solo se é sia triangolare superiore che

triangolare inferiore.

Tenendo conto di (SCALL), (SCAL2) e dell’osservazione 11.28 si ha subito la seguente

12.6. Osservazione. Tutte le matrici quadrate a scalino sono matrici triangolari superiori.

12.7. Esempio. Si vede che le seguenti quattro matrici a scalino

01 -1220

9 2 0 6
-1 5 3 00 0 47

1 2 0 -3 11
0 2 4 00 0 0 3

0 3 0 0 47
0 0 7 00 0 0O

0 0 0O
00 0 0O

sono anche matrici triangolari superiori.
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12.8. Osservazione. NON tutte le matrici triangolari superiori sono matrici a scalino.

12.9. Esempio. Si vede che delle seguenti quattro matrici tutte triangolari superiori

01 -1 2 0

0 2 0 6
-1 5 3 05 2 4 7

0 2 0 -3 11
0 0 4 0 0 0 -3 3

0 3 0O 0 4 7
0 0 7 00 0 2 1

0 0 0O
0 0 O 0

nessuna & una matrice a scalino.

12.10. Definizione. Sia A una matrice quadrata di ordine n a scalino. Stabiliamo che:
¢S, :={seN | 1<s<n}

o Jp = {ixeS, | x & I’indice di colonna del primo elemento non nullo della x-esima riga di A}

Ovviamente, & < Ja < S,, essendo Ja = & se e solo se A é la matrice nulla.

12.11. Esempio. Consideriamo le seguenti matrici a scalino

01 -120
9 2 0 6
-1 5 3 00 0 47
00 0 011
A= B=|10 2 4 C= D=0 0 0 0 3
0 0 0 00 7
0 0 7 00 0 0O
0 00O
00 0 0O

SihacheJa =@, Jg = {1,2,3} Jc = {1,3.4} e Jp = {2,4,5}.

12.12. Osservazione. Se A € una matrice quadrata di ordine n a scalino, allora si ha che

12.12.1. \JA| := numero di elementi di Jo = numero di righe non nulle di A
12.12.2. le righe di A sono tutte non nulle se e solo se |JA | =n, ovvero se e solo se JA=S,.

12.12.3. Le righe di A sono tutte non nulle se e solo se per ogni s€S;, si ha che jg =s.
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12.13. Esempio. Consideriamo le seguenti matrici a scalino

01 -120
9 2 0 6
-1 5 3 00 0 47
0 0 0 011
A= B=|0 2 4 C= D=0 0 0 0 3
00 0 00 7
0 0 7 00 0 0O
0 00O
00 0 0O

Si ha che la matrice A di ordine 2 ha |JA | =0 righe non nulle.
Si ha che la matrice B di ordine 3 ha |JB | =3 righe non nulle.
Si ha che la matrice C di ordine 4 ha |Jc| = 3 righe non nulle.
Si ha che la matrice D di ordine 5 ha |JD | =3 righe non nulle.

Inoltre, si noti che le righe di B sono tutte nonnullee j; =1,j,=2ej3=3.

Tenendo conto dell’Osservazione 11.11 ¢ ben posta la seguente:

12.14. Definizione. Diremo che A é una matrice quadrata di rango massimo se A € una matrice

quadrata avente rango uguale al suo ordine.
Conseguenza immediata del Teorema 11.23 e dell’Osservazione 12.12.3 ¢ la seguente

12.15. Osservazione. Una matrice quadrata a scalino ha rango massimo se e solo se tutte le sue

righe sono non nulle, ovvero se e solo se per ogni seS,, si ha che jg =s.

12.16. Teorema. Una matrice quadrata a scalino ha rango massimo se e solo se tutti gli elementi
che si trovano sulla sua diagonale principale sono non nulli.
Dimostrazione. Se A € una matrice quadrata a scalino di rango massimo, allora (per 1’Osservazione

12.15) per ogni seS, si ha che jg=s, ovvero per ogni seS, si ha che I’elemento ag = asj # 0

(essendo il primo elemento non nullo della s-esima riga di A). Viceversa, sia A una matrice a
scalino avente tutti gli elementi della diagonale principale non nulli. Per 1’Osservazione 12.6 la

matrice A e triangolare superiore. Quindi, per ogni s€S;, I’elemento agg € il primo elemento non

nullo della s-esima riga, cioé per ogni seS;, si ha che js = s. Per cui A ha rango massimo. H

12.17. Corollario. Una matrice quadrata a scalino ha rango massimo se e solo se € non nullo il

prodotto di tutti gli elementi che si trovano sulla sua diagonale principale.
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12.18. Teorema. Sia Vr Uno spazio vettoriale reale di dimensione n.
Sia B = (uy, Uz, U3, ..., Un-1, Up) UNa base di Vr.
Sia D = (vi, V2, V3, ..., Vn1, Vn) Una n-upla ordinata di vettori di Vr.

Per ogni seS,, sia as la n-upla di coordinate del vettore vs rispetto alla base B.
Cioe, se Qg : VR - R" & la coordinatizzazione di Vk rispetto a B, allora per ogni seSp € as= Qg(Vs).

Sia A la matrice avente come righe le n-uple ai, a2, a3, as, ..., an-1, an .

L’insieme D ¢ una base di Vr se e solo se la matrice A ha rango massimo.

Dimostrazione. Per il I’Osservazione 10.15.2 I’insieme D ¢ una base di Vr se e solo se gli n vettori
V1, V2, V3, ..., Va1, Va  SONO linearmente indipendenti. Per i Teoremi 10.23 e 10.24 gli n vettori
V1, V2, V3, ..., Vn-1, Vo SONO linearmente indipendenti se s solo se le n n-uple a1, az, as, as, ..., an-1, an
sono linearmente indipendenti, ovvero se e solo se le n righe di A sono linearmente indipendenti.

Quest’ultimo fatto accade se e solo se il rango di A ¢ uguale a n, cio¢ ¢ massimo. H
Tenendo conto dei Teoremi 11.27, 12.16, 12.18 e del Corollario 12.17 si ha subito il seguente:

12.19. Corollario. Sia Vr uno spazio vettoriale reale di dimensione n.

Sia B = (ug, Uz, U3, ..., Un1, Un) Una base di Vr.

Sia D = (vi, V2, V3, ..., Va1, V) Una n-upla ordinata di vettori di Vr.

Per ogni seS,, sia as la n-upla di coordinate del vettore vs rispetto alla base B.

Sia A la matrice avente come righe le n-uple ai, a2, a3, as, ..., an-1, an .

Sia A’ una matrice a scalino ottenuta da A usando solo le operazioni elementari per righe.
L’insieme D ¢ una base di Vr se e solo se tutti gli elementi che si trovano sulla diagonale principale
della matrice A’ sono non nulli, ovvero se e solo se ¢ non nullo il prodotto di tutti gli elementi che

si trovano sulla diagonale principale della matrice A’.

12.20. Esempio. Si considerino i seguenti polinomi di Rg[x]:

P1(X) = —XO+ x4+ 4x2+ X py(X) =2x° - 11x2 - 2x + 4 P3(X) = —3x° + 7x4 + 5x + 12
Pa(X) =4x5 +2x2 —12x—8  pg(X) = -5x° + 7x4 + 23x2 + 3x

Sia U <p1(x), p2(x), p3(X), pa(X), p5(x)> lo spazio da essi generato.

e Trovare dim(U).

e Posto r := dim(U), trovare una base B = (q1(x), ..., q,(x)) di U.

e Trovare altri (6 —r) polinomi g,+1(X), ..., qg(x) tali che ((q;(x), ..., qg(X)) sia una base di Rs[x].
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La coordinatizzazione di Rg[x] rispetto alla base canonica C = (x®, x4, x3,x2, x, 1) & la funzione
Qp : Rs[x] > R’ cosi definita: Qp(ax®+bx4 +cx3 +dx2 +ex+f):=(a b, c, d e,

Si ha che
QB(pl(X)) = QB(_ X5 + X4 + 4X2+ X) = (_ 1, 1, 0, 4, 1, O) —ai

Qg (pa(X)) = Qp(2x5 - 11x2 - 2x +4) = (2,0,0,-11, -2, 4) = &
Qp(Pp3(x)) = Qg(-3x5 + 7x4 +5x + 12) = (-3,7,0,0, 5, 12) = as
Qp(Pa(x)) = Qg(4x> +2x2 —12x-8) = (4,0,0,2,-12, -8) =au

Qp(P5(X)) = Qg(-5x> + 7x4 + 23x2 + 3x) = (-5, 7, 0, 23, 3, 0) = a4

-1 1 0 4 1 0
2 00 -11 -2 4
Sia A la matrice avente ai, a», as, a4, as come righe, cioeA=|{-3 7 0 0 5 12
4 00 2 -12 -8
-5 7 0 23 3 0 |
-1 1.0 4 1 0]
0 2 0 -3 0 4
Tramite operazioni elementari si trova la matrice A’=|{ 0 0 0 -3 1 2]|.
0 00 0O OO
10 00 0 0 0

Si ha che lo spazio delle righe di A e di A’ coincidono. Quindi, dim(U) = rg(A) = rg(A’) = 3.

Le prime tre righe di A’ sono una base dello spazio delle righe di A’, quindi 1 polinomi

g1(X) = p1(X) = — X + x4 + 4x2+ X, ((X) = 2x4 -3x2 + 4, g3(X) = -3x2 + X + 2 sono una base di U.

Tenendo conto del Corollario 12.19 possiamo prendere, a piacere, tre polinomi nel modo seguente:
04(X) = agax3 + aggx? + agsX + age, Us(X) = assX + ase, Ug(X) = age,

11 0 4 1 0]
2 0 -3 0 4

dz3 dz4 d35 azp
O -3 1 2
0 0 355 3.56
0 0 0 a66_

O O O o o
o O o O

con agz3#0,a55#0eagg=0.

Per esempio, q4(X) = x3, gs5(X) = X, gg(X) = 1.



