17. Sistemi lineari.

Ricordiamo che se peN allora col simbolo I, indichiamo I'insieme {1,2, 3, 4, ....., p}.

17.1. Definizione. Diremo sistema lineare di m equazioni in n incognite un insieme di m equazioni
lineari (cioé di 1° grado) del tipo

(eqy) aygXq +apXy +agaXs taXs t ... tagX, = by

(602) apXy + 8xXp +8x3Xg +apgXy T ... +ApXy = Dy

(eQ3) @z Xq +azXy +azaXs +aAXs t ... T ag Xy = b3

(604) @s1Xq +a4Xp +8y3Xg +AgXg T .. T agpXy =y

(0m) AmiXy * 8maXp + @maXa t 8maXy T ..o+ ameXy = by

dove (X, Xy, Xg, Xg, --..., X,) € la n-upla delle incognite.

Per ogni iel,, il numero reale b; si dice termine noto della i-esima equazione. Per ogni coppia di

indici (i, j)elxl, il numero reale a;; si dice coefficiente dell’incognita x; nella i-esima equazione.

17.2. Esempio. Consideriamo il sistema lineare di 3 equazioni nelle 4 incognite (w, X, Y, z)

2W+2X—-y+3z=15
w—-3y+2z=7
3w—-2x-17y+7z2=26

Tenendo conto della definizione di matrici uguali, il sistema precedente si puo scrivere anche cosi:

2W+2X—Yy+3z 15
w—3y+22 =7
3w-2x-17y+7z2 26

E’ facile verificare che

w

2 2 -1 3 2W+2X—Yy+3z
X

1 0 -3 2 = w—-3y+ 22

3 -2 -17 7 Y 3w-2x-17y+72
z



Per cui e possibile rappresentare il sistema:

2W+2X—y+3z2=15
w—-3y+2z=7
3w—-2x-17y+7z2=26

anche nel modo seguente:

W
2 2 _1 3 15
X
1 0 -3 2 = 7
3—2—1772’ 26

Si noti che gli elementi della 12 matrice sono i coefficienti delle incognite (w, X, Y, z).

E’ anche facile verificare che

2 2 -1 3 2W 2X -y 3z 2W+2X—Yy+3z
liw+| 0 (x+| -3 |y+|2|z=|w|+| O |+| -3y |+|2z|= w—3y+22
3 -2 =17 7 3w —2X =17y 7z 3w-2x-17y+7z2

Per cui é possibile rappresentare il sistema:

2W+2X—y+3z=15
w-3y+2z=7
3w—-2x-17y+7z2=26

anche nel modo seguente:

2 2 -1 3 15
liw+| 0 (x+| -3 |y+|2|z=]|7
3 -2 -17 7 26

2W+2x—-y+32=15
Per cui il sistema w—-3y+2z=7 si puo rappresentare nei due modi seguenti:
3W—-2x-17y+72=26

o 2 -1 31|"| [15] 2 2 1 3] [15
mijr o -3 2 X = 7 (am |1jw+| 0 |x+| -3 |y+|2|z=|7
3 -2 -17 7 Z 26 | 3 -2 -17 7 26
2 2 | -11 [3 2 2 -1 3
Sinotiche [1|,| 0 |,| -31,|2]| sonolecolonnedellamatrice |1 0 -3 2].
3 =2| |-17] |7 3 -2 -17 7

Ora, generalizziamo quanto visto nell’Esempio 17.2.



Con riferimento a quanto visto nella Definizione 17.1 definiamo tre matrici A, X e B come segue

a;p a;p a3 a4y - - - . Ay X by
ay; @z A A&y . . . . Ay X2 b
431 a3 a3 Az . . . . Aag X3 bs
A= dgqq dgp Adg3z Agq - - - . Agn X:= X4 B = b4
[4m1 @m2 4m3 a4m4 - - - - @mn [ Xn | Om ]

Le colonne di A sono

ajg agp a3 ajg ain
asy an a3 24 a2n
azi azp a33 azq asp
Al — A2 — A3 — A4 — An —_
=lag | =1 as |, = | a3 | =1 a4 |y eeeees = | ayn
L Am1 | | am2 | | Am3 | | Am4 | [ 3mn |

E’ facile convincersi che il sistema lineare della definizione si puo rappresentare nei seguenti modi

aj1 ajp a3 Ay - . . . A |[Xg by
ay; @y A Ay - . . . Ay |[X2 b
agy azp Aazz az - - - - a3 || X3 b3
U 841 @42 43 @44 - - . . Ap |[Xg4| = | by
l1dm1 a4m2 am3 amg amn || Xn| [ bm ]
OVVero AX =B
an a2 a13 ay4 an by |
any an a3 ans aon by
asg agy as3 azq azn b3
(1 41 [Xpt | @gp [Xot | @3 X3t | Agq |Xgt ..ot | Bgn [ Xy = | Dy
Lam1 | [ am2 | | Am3 | 1 Am4 | L8mn | Pm |
oVVvero Alx, + A%%, + Adxg + A%, + ...+ A%, =B

17.3. Definizione. Quando useremo la rappresentazione (1) diremo che il sistema e scritto in forma

matriciale mentre quando useremo la (I1) diremo che il sistema & scritto per colonne.
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Sia C := [A|B] la matrice di tipo mx(n+1) che si ottiene “affiancando” la colonna B alla matrice A.

a;; a;p &3 ayy - . . . ap b
a1 @z @ Ay . . . . Ay by
431 a3 agz ags . . . . agy by
C=[AB]=|ay agp a43 azg . . . . &by
@mi @m2 am3 am4 - - - - @mn Dpy ]

17.4. Definizione. Per un sistema lineare AX = B diremo che

e A ¢ la matrice dei coefficienti o matrice incompleta del sistema;
e X ¢ la (matrice) colonna delle incognite;

e B ¢ la (matrice) colonna dei termini noti;

e C =[A|B] ¢ la matrice completa del sistema.

17.5.0sservazione. Per il Teorema 9.22, lo spazio <Al AZ A3 A% AT generato dalle colonne
di A e un sottospazio dello spazio <Al A% A3 A% ... A" B> delle colonne di C. Per cui si ha che
1751, Ca<Cc

17.5.2. dim€Ca <dimCc ovvero rg(A) <rg(C) (per I’Osservazione 10.14.1)

1753. Co=Cc < dim€a=dim€c (per I’Osservazione 10.14.2)

17.6. Esempio. Consideriamo il sistema lineare di 3 equazioni nelle 4 incognite (w, X, Y, z)
2W+2Xx-y+3z=15
w-3y+2z=7
3w —-2x-17y+7z =26

w
2 -1 3 15 2 2 -1 3|15
X
A=|1 -3 2| X= B=|7| C=[AB]=|1 0 -3 2|7
3 _2 _17 7 32’ 26 3 —2 -17 7|26
2 2 -1 3 2 2 -1 3 15
<{1{,{0|,|-=-3],[2]| > ésottospaziodi <|1|,| 0 |,|-3|,|2|,|7|>

3 -2 -17 7 3 -2 -17 7 26
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17.7. Definizione. Dato un sistema lineare AX =B nelle incognite (Xy, Xy, X3, X4, -...., X,) diremo
che la n-upla ordinata di numeri reali (o, oy, 03, Oy, --..., ,,) € UNA soluzione del sistema se
sostituendo ordinatamente i numeri reali o, a,, as, oy, ..., o, alle incognite X4, X5, X3, Xy, ..., X, IN

ognuna delle equazioni si ottengono sempre delle identita.

17.8. Esempio. Consideriamo il sistema lineare di 3 equazioni nelle 4 incognite (w, X, Y, z)

2W+2X—-y+3z =15
wW-3y+2z=7
3w —-2x-17y+7z =26

E facile verificare che la quaterna ordinata (w, X, y, z) = (19, 1, —2, —9) & una soluzione del sistema.
Riguardo all’esistenza di soluzioni di un sistema lineare abbiamo il seguente:

17.9. TEOREMA (Rouché - Capelli). Un sistema lineare ha almeno una soluzione se e solo se il

rango della sua matrice incompleta é uguale al rango della sua matrice completa.
Dimostrazione. Utilizziamo la scrittura per colonne del sistema lineare
Alx, + A%, + Adxg + A%, + ...+ A%, =B
Il sistema ha almeno una soluzione (a.y, oy, 03, 0y, ..., a)eR” <
o Al + Ao, + Aog + Aday + ...+ Ao, = (identitd) = B <
B € una combinazione lineare delle colonne di A <
Be<Al, A2 A3 A% . A"> < (peril Teorema 9.22)
<AL A2 A3 A% AT =<Al A2 A3 AY AN B> o

(I

Ca=Cap] & €Ca=Cc < dimCa=dimCc < rg(A)=rg(C) =

17.10. Esempio. Consideriamo il sistema lineare di 3 equazioni nelle 4 incognite (w, X, Y, z)

2W+2Xx-y+3z=15 2 2 -1 3
w-3y+2z=7 A=l1 0 -3 2
3w —-2x-17y+7z = 26 3 -2 -17 7

Abbiamo gia visto che tale sistema ha almeno una soluzione. Facciamo vedere che rg(A) = rg(C).
Il determinante della sottomatrice formata dalla prima, terza e quarta colonna di A € non nullo (é
uguale a +3). Quindi, rg(A) = 3. Da 3 =rg(A) <rg(C) <3 si hache rg(C) =3.
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17.11. Definizione. Un sistema lineare AX =B con A di tipo mxn si dice normale se rg(A) =m

ovvero il rango di A é uguale al numero delle sue righe.

17.12. Esempio. Consideriamo il sistema lineare di 3 equazioni nelle 4 incognite (w, X, Y, 2)

2W+2X-y+3z=15 2 2 -1 3
w-3y+2z=7 A=(1 0 -3 2
3w —-2x-17y+7z = 26 3 -2 =17 7

Abbiamo gia visto che rg(A) = 3 = numero righe di A. Quindi, questo sistema lineare & normale.

17.13. Lemma. In un sistema lineare normale il numero delle equazioni € minore o uguale al

numero delle incognite.

Dimostrazione. Se AX = B € un sistema lineare normale con A di tipo mxn, allora rg(A) = m.

Tenendo conto che rg(A) < min{m, n} si ha necessariamente che m<n. H

17.14. Corollario. Un sistema lineare normale ha sempre almeno una soluzione.

Dimostrazione. Se AX = B e un sistema lineare normale con A di tipo mxn, allora rg(A) =m <n.
Quindi, m < (n+1) da cui m = min{m, (n+1)}. Poiché m =rg(A) < rg(C) < min{m, (n+1)} = m si ha

che rg(A) =rg(C) = m. Per il Teorema di Rouché-Capelli il sistema ha almeno una soluzione. |

17.15. Definizione. Un sistema lineare AX = B normale con A quadrata si dice sistema di Cramer.

17.16. Esempio. Consideriamo il sistema lineare di 3 equazioni nelle 3 incognite (X, v, z)

2X—-2=3 2 0 -1
oy+3z=1 A=|0 5 3
X+y=2 11 0

Poiche detA=-1=0 e rg(A) =3 =numero righe di A. Quindi, il sistema e normale.

Poiché A e una matrice quadrata, questo sistema lineare & un sistema di Cramer.



17.17. Teorema. (Cramer) Un sistema di Cramer ha un’unica soluzione.

Dimostrazione. Se AX =B ¢ un sistema di Cramer allora, per definizione, A & quadrata di rango
massimo. Per cui A € non singolare (cioé detA = 0) e, quindi, A e invertibile.

E’ facile verificare che la colonna Y := A™1B & una soluzione del sistema AX = B.

Infatti, moltiplicando (a destra) la matrice A per la colonna Y := A1B si ottiene

AY = (identitd) = A(A™B) = (identita) = (AA™1)B = (identita) = IB = (identita) = B

Quindi, sostituendo la colonna X con la colonna Y := A1B nel sistema AX = B si ottiene I’identita

B = B. Per cui, lacolonna Y := A™1B & una soluzione del sistema AX = B.
Proviamo che tale soluzione Y & unica.

Se Z fosse un’altra soluzione del sistema AX = B, allora varrebbe l'identita AZ =B. Da cui si

avrebbe A1(AZ) = A1B. Cioé (ATA)Z=Y ovvero IZ=Y e, infine Z=Y. =

17.18. Esempio. Consideriamo il sistema lineare di 3 equazioni nelle 3 incognite (X, v, z)

2Xx—-2=3 2 0 -1 3
Sy+3z=1 A=/0 5 3|,B=]1
X+y=2 11 0 2
3 1 -5
Abbiamo gia visto che questo e un sistema di Cramer. Inoltre, Al=|-3 -1 &6
5 2 -10
3 1 -5](3 0
Quindi, I’unica soluzione del sistema ¢ la colonna Yy=AlB=|-3 -1 &6 1= 2
5 2 -10(|2 -3
2X—2=3
Ovvero, laterna (x, Y, z) = (0, 2, -3) ¢ I’unica soluzione del sistema <5y+3z=1.
X+y=2

Si noti che tale sistema ha UNA unica soluzione data dalla terna (0, 2, —3). Quindi, NON &

corretto dire che x =0,y =2 e z=-3 sono TRE soluzioni del sistema.



17.19. Teorema. Un sistema lineare normale non di Cramer ha infinite soluzioni.

Dimostrazione. Se AX = B € un sistema lineare non normale di Cramer allora rg(A) =m <n,
Quindi, tra le n colonne di A ne esistono m linearmente indipendenti che formano una base di Ca .

Per comodita supponiamo che siano le prime m. Rappresentiamo il sistema per colonne

(%) Al + A%+ A+ .+ A A I+ A™2 L+ A, =B

Ora, scegliamo a piacere una (n — m)-upla ordinata di numeri reali (By+1, Bm+2s Bm+zs «- -+ Bp)-
Sostituendo in tutte le equazioni del sistema i numeri reali By,+1, Bms2: Bms3s -----» Py Ordinatamente

alle incognite X41, Xm+2s Xma3s - - ---» X Otteniamo

Alx, + A%, + Adxg + .+ AT + AT+ AT+ L+ AR, = B
ovvero

Alx, + A%, + Adxg + Aty + .+ A =B — (AMIR L+ AR+ AR

1 2 3 4 ceeee m m+1 m+2 ceeee n
Ponendo
o« AT =[ALAZ|AZAY .| AM]
(cioé A* e la sottomatrice di A ottenuta cancellando da A le sue ultime (n —m) colonne)

° B* =B - (Am+1Bm+1 + Am-'-2[3m+2 Tt Aan)

si ottiene un nuovo sistema lineare di m equazioni nelle m incognite (Xq, Xy, X3, X4, -+ +..s Xmy)
(v) Alx + A%, + Adxg + A, + ...+ AT =B"
La matrice incompleta di questo sistema & la matrice quadrata A™ := [AL|AZ | A3 |A%|....|AM]

formata dalle prime m colonne della matrice A. Poiché tali colonne sono linearmente indipendenti
la matrice A" ha rango massimo m. Quindi, il sistema (#) € un sistema di Cramer.
Sia (o, oy, 03, Oy, ... , 0,) 'unica soluzione del sistema (%), cioe si ha la seguente identita
Alo, + Ao, + Adag + Abay + ...+ AT =B

E’ immediato verificare che la n-upla (o, oy, 03, Oy ----es Oy Brists Bme2s Bmazs -+ Bpn) € UNA
soluzione del sistema iniziale (#). Infatti, sostituendola all’n-upla delle incognite si ha
Aloy + Ao, + Ao + ...+ AMoy + AMHB L+ AR+ AR, =

=B+ AMIB LA™ o+ L+ AT, =

= [B— (A™ By + AT 2B+ F AR+ AT+ AR o+ L+ AT = B
Quindi, per ogni scelta della (n — m)-upla (Bm+1, Bm+2) Bm+as -----» Bp)» S1 ottiene un’unica soluzione

del sistema lineare (#). Di conseguenza, il sistema lineare (&) ha infinite soluzioni.
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17.20. Definizione. Nel Teorema 17.19 abbiamo visto che un sistema lineare puo avere infinite

soluzioni che dipendono dalla scelta di una (n — m)-upla di numeri reali.

In tal caso diremo che il sistema ha ™™ soluzioni.

17.21. Esempio. Consideriamo il sistema lineare di 3 equazioni nelle quattro incognite (w, X, Y, 2)

W
2W+2X—y+3z=15 2 2 -1 3 y 15
w—-3y+2z=7 A=l1 0 -3 2|,X= ,B=17
3w-2x-17y+72=26 3 -2 =17 7 Z 26

2 -1 3
Abbiamo gia visto che il determinante della sottomatrice A’= |1 -3 2| formata dalla prima,
3 17 7

terza e quarta colonna di A e uguale a +3. Per cui, la prime, terza e quarta colonna di A sono

linearmente indipendenti. Quindi, scegliamo la seconda incognita X, poniamola uguale a B e

portiamola a secondo membro. Si ottiene il seguente nuovo sistema nelle tre incognite (w, v, z)
2W—-y+3z=15-2p4

w-3y+2z=7
3w-17y+72=26+2p4

Tale nuovo sistema € un sistema di Cramer.

2 -1 3 w 15-2B 13 —44 7
Sihache A’=|1 -3 2|,X=|y|,B=| 7 |e@)=@3)|-1 5 -1|.
3 -17 7 z 26+ 2B -8 31 -5

Quindi, I’'unica soluzione di tale nuovo sistema e
13 —-44 7 ||15-2B 23-4pB
(AYB=@3)|-1 5 -1 7 |=| -2
-8 31 -5||26+2B ~11+2p
Per cui, ’unica soluzione del nuovo sistema ¢ la terna (w, y, z) = (23-48, -2, —-11+2p).
A questo punto € immediato rendersi conto che, per ogni valore reale del parametro B, la quaterna

(W, X, Y, z) = (23-4B, B, -2, —11+2p) € una soluzione del sistema iniziale

2W+2X—-y+32=15
w-3y+2z=7
3w—-2x-17y+72=26

Per cui il sistema iniziale ha infinite soluzioni dipendenti dal parametro 3.
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17.22. Definizione. Dati due sistemi lineari AX =B e AX =B con A di tipo mxn, A di tipo pxn,
diremo che sono equivalenti se hanno le stesse soluzioni. Si noti che affinché due sistemi siano
equivalenti & necessario che abbiano lo stesso numero di incognite mentre, in generale, non e

necessario i due sistemi abbiano lo stesso numero di equazioni.

17.22. Definizione. Dato un sistema lineare le seguenti azioni:

(1) scambiare due equazioni tra loro;

(2) moltiplicare un’equazione per un numero reale ¢ # 0;

(3) aggiungere ad un’equazione un’altra equazione moltiplicata per un numero reale qualsiasi,

si dicono operazioni elementari sulle equazioni del sistema.

17.23. Osservazione. Consideriamo le seguenti due equazioni lineari.

M X+ aXy +agXg tagXs t ... taX, = b

() capXq + CagXy + CagXg + CagXg + ..... tcaX,=cb conc=0

Si noti che I’equazione (II) si puo scrivere anche nel modo seguente

C(ajXq + aXy + agXz + a4X4 + ..... + apX,) =cb

cio¢ I’equazione (II) ¢ stata ottenuta dall’equazione (I) con I’operazione elementare (2).

Si vede subito che una n-upla (o, ay, 03, 04, -...., a,) € una soluzione dell’equazione (I) se e solo
se la n-upla (o, oy, 03, 0y, ....., 0,) € una soluzione dell’equazione (II).

Quindi, le equazioni (1) e (I1) hanno le stesse soluzioni.

17.24. Osservazione. Consideriamo le seguenti tre equazioni lineari.

M A1Xq + Xy +agXz +agXs t ... FAX, =T

(1) byxq +byXy + baXg + bgXg + ... + b X, =S

(1) (ag+dby)xy + (ay+dby)x, + (ag+dbg)xs + (a4 +dbs)X, + ..... + (a5+dbg)x, = r + ds

Si noti che 1I’equazione (III) si puo scrivere anche nel modo seguente

(a1Xg + ayXy + agXg + agXg t ..... A X,) + d(byXg + DXy + baXg + byXs + ..o+ DX,) =1+ dS

cioe I’equazione (III) ¢ stata ottenuta dalle equazioni (I) e (II) con I’operazione elementare (3).

Si vede subito che se la n-upla (a4, a,, o, 04, -...., &) € soluzione delle equazioni (I) e (I1) allora
tale n-upla ¢ anche soluzione dell’equazione (III). Inoltre, se la n-upla (Bq, By, B3, Bas -+ Bp) €

soluzione delle equazioni (I1) e (I11) allora tale n-upla ¢ anche soluzione dell’equazione (I).
Quindi, se (1) e (1) sono due equazioni di un sistema lineare AX = B allora esso e equivalente al

sistema lineare AX = B che si ottiene sostituendo 1’equazione (I) con I’equazione (III).
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Tenendo conto delle Osservazioni 17.23 e 17.24 si ha subito il seguente

17.25. Lemma. Sia AX =B un sistema lineare. Se agiamo su di esso con un numero finito di

operazioni elementari, allora otteniamo un sistema lineare AX = B equivalente a quello iniziale.

17.26. Osservazione. Sia AX =B un sistema lineare. Se un’equazione del sistema ¢ combinazione
lineare di altre s equazioni del sistema, allora possiamo supporre che sia 1’ultima equazione (se cosi
non fosse possiamo effettuare uno scambio di equazioni). A questo punto, tramite s operazioni
elementari del tipo (3) si puo ottenere un sistema AX =B (equivalente a quello dato per il Lemma

precedente) che ha come ultima equazione 1’identita 0 = 0.

Tenendo conto dell’Osservazione 17.26 si ha subito il seguente

17.27. Corollario. Se un’equazione di un sistema lineare ¢ combinazione lineare di altre equazioni

del sistema, allora eliminando tale equazione si ottiene un sistema equivalente al sistema dato.

17.28. Osservazione. Ogni operazione elementare sulle equazioni di un sistema corrisponde ad

un’operazione elementare sulle righe della matrice C = [A|B] completa del sistema, e viceversa.

17.29. Corollario. Sia AX =B un sistema lineare. Sia C = [A|B] la matrice completa del sistema. Se
la matrice C = [A|B] é stata ottenuta dalla matrice C con un numero finito di operazioni elementari

sulle sue righe, allora il sistema lineare AX =B ¢ equivalente al sistema iniziale.

17.30. TEOREMA. Sia AX = B un sistema lineare NON normale.

Se tale sistema ha almeno una soluzione, allora esso € equivalente ad un sistema lineare normale.

Dimostrazione. Sia AX = B un sistema lineare non normale con A di tipo mxn e sia C = [A|B].

Se esso ha almeno una soluzione allora (per il Teorema di Rouché-Capelli) rg(C) =r =rg(A) <m.
Quindi, tra le m righe di C ve ne sono r linearmente indipendenti. Tali r righe sono una base dello
spazio delle righe di C. Per cui ognuna delle altre (m —r) si puo scrivere come loro combinazione
lineare. Sia C = [A|B] la matrice che si ottiene da C cancellando queste (m —r). Il sistema lineare
AX =B (cioé quello ottenuto da quello iniziale eliminando le equazioni che sono combinazioni
lineari di altre equazioni) e equivalente, per il Corollario 17.27, al sistema iniziale. Inoltre, si ha che
numero righe di A =r =rg(A). Quindi, AX =B e un sistema lineare normale. ®
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18. Sistemi lineari omogenei.

18.1. Definizione. Sia AX =B un sistema lineare di m equazioni in n incognite. Se la (matrice)

colonna B dei termini noti & la colonna 0 nulla, ovvero sono nulli tutti i termini noti

(edy) apgXy +a;pXp +a1gXg +aggXy t ... FagX, =0
(802) apgXy + Xy + 8xgX3 +aggXg t ... T agXy =0
(€03) agiXy + Xy + 83gX3 +aggXg t ... FagX, =0
(80s) agXy +agXp +asgX3 +agXy t ..o 84X, =0
(eQm) Am1Xy + AmpXy + AmgXg + AmgXy T . X, = 0

allora diremo che il sistema € omogeneo e scriveremo AX = 0.

18.2. Osservazione. E’ immediato verificare che ogni sistema lineare omogeneo in n incognite ha
almeno una soluzione. Infatti, la n-upla nulla (0, 0, 0, O, ....., 0), cioé la colonna 0, e una soluzione

del sistema lineare omogeneo AX = 0.
18.3. Definizione. Sia AX =0 un sistema lineare omogeneo in n incognite. La sua soluzione data
dalla n-upla nulla (0, 0, 0, 0O, ....., 0) viene detta soluzione banale. Ogni altra sua soluzione (quindi

diversa da quella banale) viene detta autosoluzione.

18.4. Esempio. Si consideri il seguente sistema lineare omogeneo di 3 equazioni in 3 incognite

Xl—X3:O 1 0 -1
X2+X3:0 A=10 1 1
Xl—XZZO 1 -1 0

E’ facile verificare che la soluzione banale (0, 0, 0) é la sua unica soluzione.

18.5. Esempio. Si consideri il seguente sistema lineare omogeneo di 4 equazioni in 4 incognite

2X1+ X9 +4X3+X%X4 =0 2 1 4 1
3X1 42Xy —X3—6X4 =0 A= 3 2 -1 -6
X1 +8X3+7X4 =0 10 8 7
7X1+49 +6X3-5%4 =0 7 4 6 -5

La quaterna (0, 0, 0, 0) é la soluzione banale. La quaterna (1, 1, —1, 1) € una autosoluzione.
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18.6. Teorema. Un sistema lineare omogeneo AX = 0 in n incognite ha autosoluzioni se e solo se il
rango della sua matrice incompleta A e minore del numero n delle incognite.

Dimostrazione. Sia Alx; + A%, + Adx; + A%, + ...+ A%, = 0.

Il sistema ha almeno una autosoluzione (a4, o, 03, 0y, -...., a,) #(0,0,0,0, .....,0) <

& Alocl + Azocz + A3OL3 + A40c4 +....+A", =0 o

< le ncolonne di A sono linearmente dipendenti <

< A haal massimo s < n colonne linearmente indipendenti < rg(A)=s<n < rg(A)<n ®

18.7. Esempio. Si consideri il sistema lineare omogeneo dell’Esempio 18.4. Esso aveva solo la
soluzione banale. Verifichiamo che il rango della sua matrice completa & uguale al numero delle sue

incognite. Si ha che detA=2=0 e, quindi, rg(A) = 3 = numero incognite.

18.8. Esempio. Si consideri il sistema lineare omogeneo dell’Esempio 18.5. Esso aveva almeno una
autosoluzione. Verifichiamo che il rango della sua matrice completa € minore del numero delle sue
incognite. Col metodo di Gauss-Jordan applicato alla matrice A si trova una matrice a scalino A’
avente una riga nulla. Quindi, rg (A) = rg(A’) = 3 <4 = numero incognite.

Tenendo conto che se A é di tipo mxn, allora rg(A) < min{m, n} si ha il seguente

18.9. Corollario. Se in un sistema lineare omogeneo il numero delle equazioni e minore del numero

delle incognite, allora esso ha sicuramente autosoluzioni.

18.10. Esempio. Si consideri il seguente sistema lineare omogeneo di 3 equazioni in 5 incognite

X1 +4X9 +2X3 —-3X5 =0 142 0 -3
2X1 +9Xp +5X3+2Xs +X5 =0 A=12 9 5 2 1
X1 +3Xp +X3—2X4 —9X5 =0 1 31 -2 -9

Poiché il numero delle equazioni € minore del numero delle incognite, tale sistema ha autosoluzioni.

Infatti, si puo verificare che (2, -1, 1, 0, 0), (8, -2, 0, 1, 0) e (0, 2, —4, 1, 0) sono autosoluzioni.

Poiché una matrice quadrata ha rango massimo se e solo se & non singolare si ha il seguente

18.11. Corollario. (IMPORTANTE) Un sistema lineare omogeneo quadrato ha autosoluzioni se

e solo se la sua matrice incompleta e singolare (cioé il suo determinante € uguale a zero).
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18.12. Esempio. Si consideri il seguente sistema lineare omogeneo di 3 equazioni in 3 incognite

X1 +2X3=0 1 0 2
X2+X3=0 A=10 1 1
X1 —2X5 =0 1 -2 0

Si ha che detA =0 (e quindi il sistema ha autosoluzioni) ed e facile verificare che la terna (2, 1, —1)

€ una sua autosoluzione.

18.13. Tabella. Sia AX = 0 un sistema lineare omogeneo con A di tipo mxn. Si ha che:

e m<n— """ soluzioni (la soluzione banale e infinite autosoluzioni)

" det(A) # 0 = la soluzione banale é I'unica soluzione
det(A) = 0= " "™ soluzioni (la soluzione banale e infinite autosoluzioni)

n =rg(A) = lasoluzione banaleé I'unica soluzione
em>n— . . e -
n > rg(A) = """ soluzioni (la soluzione banale e infinite autosoluzioni)

18.14. Definizione. Con § AB indicheremo ’insieme delle soluzioni del sistema lineare AX = B.

Se il sistema ha n incognite, allora SA|B & un sottoinsieme (anche vuoto) di R".

18.15. Teorema. Se AX =0 un sistema lineare omogeneo in n incognite, allora SA|O <R"
Ovvero l'insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo € uno spazio vettoriale.
Dimostrazione. L’insieme SA|O € non vuoto poiché la n-upla nulla 0 & una soluzione di AX = 0.

Proviamo ora che SA|0 e chiuso rispetto alla somma di due n-uple, cioé che se Y e Z sono due n-

uple di SA|0 allora anche (Y+Z) & una n-upla di SA|0.
Se Y e Z sono due n-uple di S 5y allora AY =0 e AZ = 0 sono due identita. Sommandole membro a

membro si ottiene I’identita AY+AZ =0+ 0 da cui I’identita A(Y+Z)=0. Per cui (Y+Z) € una
soluzione di AX =0 e, quindi, (Y+Z) e una n-upla di SA|0'

Infine, proviamo che S € chiuso rispetto al prodotto di un numero reale (scalare) per una n-upla,

cioé se a € un numero reale e Y é una n-upla di di SAlO allora anche (oY) & una n-upla di SA|O'
Se Y e una n-upladidi § A0 allora AY =0 ¢ un’identita. Moltiplicando entrambe i membri di tale
identita per a si ottiene I’identita o(AY) = a0 da cui I’identita A(aY)=0. Per cui oY € una

soluzione di AX =0 e, quindi, (oY) € una n-upla di SAlO' u
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Omettiamo la dimostrazione del seguente

18.16. Teorema. Se AX =0 € un sistema lineare omogeneo in N incognite, allora

dimSAl0 =N -rg(A).

Verifichiamo quanto affermato nel Teorema 18.16 con tre esempi.

18.17. Esempio. Si consideri il sistema lineare omogeneo dell’Esempio 18.5

2X1+X2+4X3+X4:0 2 1 4 1

3X1+2X9 —X3—6X4 =0 3 2 -1 -6
(v) 1 2 %3 4 A=

X1 +8X3+7X, =0 10 8 7

7X1+49 +6Xx3-5%x4 =0 7 4 6 -5

Applicando il metodo di riduzione di Gauss-Jordan alla matrice A si ottiene la matrice a scalino

1 0 8 7

0 1 -12 -13
H=

00 1 1

0 0 O 0

Quindi, rg(A) =rg (H) = 3.

Inoltre, il sistema lineare omogeneo iniziale (¥) e equivalente al sistema lineare omogeneo

X1+8X3+7X4:O 1 0 8 7
(OTO) X9 —12X3 —13X4 =0 A’=|0 1 -12 -13
X3+X4:0 00 1 1

Poiché le prime tre colonne di A’ sono sicuramente linearmente indipendenti, portando 1’incognita

X4 a secondo membro e ponendo X, = 3, otteniamo il seguente sistema di Cramer

xq +8X3 = TP 10 8
(8) 1%, —12x3 =13B A"={0 1 -12
X3:—B 00 1

L’unica soluzione di (a) € la terna (X, X,, X3) = (B, B, —B). Per cui, per ogni valore reale di § la
quaterna (X1, X9, X3, X4) = (B, B, —B, B) & una soluzione del sistema () e, quindi, del sistema ().

Per cui il sottospazio delle soluzioni di () é SA|0:{(B, B, —B, B)eR4 | BeR}. Inoltre, poiché
(B, B, -B, B) =p(1, 1, -1, 1), la quaterna (1, 1, -1, 1) e un generatore del sottospazio SA|O' Essendo

(1,1, -1, 1) anche linearmente indipendente (e diversa dalla quaterna nulla) si ha che la quaterna

(1,1, -1, 1) & una base di Sy Per cui dimSpp=1=4-3=n-rg(A).
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18.18. Esempio. Si consideri il sistema lineare omogeneo dell’Esempio 18.10

X1 +4Xo +2X3—-3X5 =0 142 0 -3
(%) 412X1+9Xp +5X3+2X4 +X5=0 A=12 9 5 2 1
X1 +3Xo + X3 —2X4 —9X5 =0 1 31 -2 -9

Applicando il metodo di riduzione di Gauss-Jordan alla matrice A si ottiene la matrice a scalino

1 42 0 -3
H=10 11 2 7
0 0O 13

Quindi, rg(A) =rg (H) = 3.

Inoltre, il sistema lineare omogeneo iniziale (¥) e equivalente al sistema lineare omogeneo

X1+4X2+2X3—3X5:0 1 4 2 0 -3
(-YO) X2+X3+2X4+7X5:O A’=|10 1 1 2 7
13x5 =0 0 0 0 0 13

Poiché le prima, la seconda e la quinta colonna di A’ sono sicuramente linearmente indipendenti,

portando le incognite x5 e X, a secondo membro e ponendo X3 = o € X, = 3, otteniamo il seguente

sistema di Cramer

X1 +4X9 —3Xg5 =—2a 1 4 -3
() <Xo+7Xg=—a—2 A”=10 1 7
13x5=0 0 0 13

L’unica soluzione di (a) € la terna (X4, X5, X3) = (20+8p, —a—2p, 0). Per cui, per ogni valore reale
di o e B la 5-upla (Xq, X, X3, X4, X5) = (20.+8f, —a—2f, a, B, 0) & una soluzione del sistema (%) e,
quindi, del sistema ().

Per cui il sottospazio delle soluzioni di (v) é SA|0 = {(2a+8B, —0—2B, a, B, 0)eR® | a,BeR}.
Inoltre, poiché (2a+8pB, —a—2p, o, B, 0) = a(2, -1, 1,0, 0) + B(8, -2, 0, 1, 0), le 5-uple (2, -1, 1, 0)
e (8,-2, 0, 1, 0) sono generatori del sottospazio SA|O'

Essendo (2,-1,1,0) e (8,-2,0, 1, 0) anche linearmente indipendenti (si verifica subito che non
sono proporzionali tra loro) si hache B =((2, -1, 1, 0), (8, -2, 0, 1, 0)) e una base di SA|0'

Per cui dimSAl0 =2=5-3=n-rg(A).
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18.19. Esempio. Si consideri il sistema lineare omogeneo seguente

2Xq — 2X5 +3X3 +6X4 +5x5 =0 (2 -2 3 6 5
4X1—5X2+7X3+3X4—8X5:O 4 -5 7 3 -8
(') 8X1—9X2+13X3+15X4+2X5=O A= 8 -9 13 15 2
10x; —12X9 +17X3+12%x, —11x5 =0 |10 -12 17 12 -11
6X1—7X2+10X3+9X4—3X5=0 6 -7 10 9 -3
14xq —17X5 + 24X3 +15X4 —19x5 =0 114 -17 24 15 -19
Applicando il metodo di riduzione di Gauss-Jordan alla matrice A si ottiene la matrice a scalino
[2 -2 3 6 5]
0O 1 -1 9 18
0O 0 0 0 O
H= . Quindi, rg(A)=rg (H) = 2.
60 0 0 0 Q g(A) =rg (H)
0O 0 0 0 O
0 0 0 0 0]

Inoltre, il sistema lineare omogeneo iniziale () € equivalente al sistema lineare omogeneo

2X1 —2X9 +3X3+6X4 +5X5 =0 , 12 -2 3 6 5
X2—X3+9X4+18X5 =0 0 1 -1 9 18
Poiché le prima e la seconda colonna di A’ sono linearmente indipendenti, portando le incognite x5 ,

X4 € X5 & secondo membro e ponendo X; = 2a. , X4 = B € X5 = 2y, otteniamo il sistema di Cramer

2X1 —2Xo =—60.— 63 -10 2 =2
(a)] 21722 ="0a p-10y Av =
X5 = +20,— 9B — 36y 0 1

L’unica soluzione di () € la coppia (X4, X,) = (—a—12p-41y, 20—9p—36y). Per cui, per ogni valore
reale di o, B ey la 5-upla (X1, Xy, X3, X4, X5) = (—a—12B—-41y, 20—9p-36y, a, B, y) € una soluzione
del sistema () e, quindi, del sistema (#). Per cui il sottospazio delle soluzioni di (v) e
Sp0 = {(-0—12B-41y, 2a-9B-36y, o\, B, v)eR® | o,B,yeR}
Inoltre, poiché
(—~a—12p—41y, 20-9B-36y, o, B, ¥) = a(-1, 2, 1, 0, 0) + B(-12, -9, 0, 1, 0) + y(—41, —36, 0, 0, 1)
le 5-uple (-1, 2, 1,0, 0), (-12,-9, 0, 1, 0) e (-41, -36, 0, 0, 1) sono generatori del sottospazio SA|0'

-1 2 |1 00
Inoltre, la matrice |-12 -9 |0 1 0| che ha come righe quelle tre 5-uple ha sicuramente
-41 -36|0 0 1

rango 3 poiché contiene come sottomatrice la matrice unitaria di ordine 3. Quindi, quelle tre 5-uple

sono linearmente indipendenti e formano una base di Spp- Per cui dimSAIO =3=5-2=n-rg(A).
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La proprieta vista nel Teorema 18.15 non vale per i sistemi lineari non omogenei. Infatti,

18.17. Osservazione. L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare non omogeneo AX =B in n

incognite non & un sottospazio di R".

Dimostrazione. Se AX = B € un sistema lineare non omogeneo, allora B = 0. Poiché AO =0 =B, la

n-upla nulla 0 non & una soluzione del sistema e, quindi, non appartiene a SA|B. Poiché I’elemento

neutro O rispetto alla somma non appartiene a SA|B , quest'ultimo non & un sottospazio di R". ®

18.18. Definizione. Se AX =B ¢ un sistema lineare non omogeneo (cioé B = 0), allora il sistema
lineare omogeneo AX =0 (cioe avente la stessa matrice A dei coefficienti) viene detto sistema

omogeneo associato al sistema lineare AX = B.

18.19. Teorema. Sia AX =B un sistema lineare non omogeneo in n incognite avente almeno una

soluzione e sia Y;, una qulunque di esse (ovvero AY, =B ¢ un’identita).

Una n-upla ZeR" & una soluzione del sistema AX = B

U

Esiste una n-upla XOeR” soluzione del sistema omogeneo associato AX = 0 tale che Z =Y, + X,

Dimostrazione.

(U) Supponiamo che la n-upla ZeR" sia una soluzione del sistema AX = B. Per cui AZ=B & un

identita. Sottraendo membro a membro da tale identita 1’identita AYIO =B otteniamo I’identita
AZ - AYp =B — B da cui I'identita A(Z — Yp) = 0. Quindi, la n-upla (Z - Yp) € una soluzione del
sistema omogeneo associato AX =0. Ponendo X := (Z-Yy), abbiamo che esiste una n-upla X

soluzione del sistema lineare omogeneo associato tale che Z =Y, + (Z - Y,) = Y + X,

(M) Sia ora Z := Yp + Xg con X una soluzione del sistema omogeneo associato AX =0. Per cui
AXp =0 ¢ un’identita. Sommando membro a membro a tale identita I’identitd AY, = B otteniamo
I’identita AXg+AY,=0+B da cui I'identita A(Y, + Xj) =B. Quindi, la n-upla Z = (Y,+X) e

una soluzione del sistema AX=B. &



