19. Autovalori e autovettori di una matrice quadrata.

19.1 Osservazione. Se A é una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n e H & una matrice
(colonna) ad elementi reali di tipo nx1 (cioe una n-upla ordinata di numeri reali), allora la matrice

AH ¢ una matrice (colonna) ad elementi reali di tipo nx1, cioé AH e dello stesso tipo di H.

19.2 Esempio. Se A é quadrata di ordine 3 e H, K sono di tipo 3x1 allora AH, AK sono di tipo 3x1.

3 0 2 1 3 1 7
A=/0 1 0 H=|-2| AH=|-2 K=/0| AK=|0
6 0 4 0 6 2 14

Si osservi che non esiste un numero reale B tale che AH = BH, mentre AK = 7K.

19.3 Osservazione. Se A é una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n e se 0 € la matrice

(colonna) nulla di tipo nx1 allora per ogni numero reale p si ha che A0 =0 = 30.

19.4. Definizione. Sia A una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n. Se esistono un numero
reale £ e una matrice (colonna) ad elementi reali non nulla H di tipo nx1 tali che AH =H allora
diremo che B € un autovalore di A e che H é un autovettore di A relativo all’autovalore p.

Quindi, H = 0 & un autovettore di A se e solo se AH e un multiplo di H.

19.5 Esempio. Consideriamo ancora la matrice dell’Esempio 19.2 e i seguenti vettori colonna

1 2 0
K=10 H2: 0 H3: 1
2 -3 0

Abbiamo gia visto che AK = 7K. Inoltre, e facile verificare che AH, = 0H, e AH3 = H3 . Quindi,
- K € un autovettore di A relativo all’autovalore 31 = 7;

- H, ¢ un autovettore di A relativo all’autovalore o = 0;

- H3 € un autovettore di A relativo all’autovalore 33 = 1.

La colonna H dell’Esempio 19.2 non ¢ un autovettore di A poiché AH non ¢ un multiplo di H.

19.6. Osservazione. Si noti che, per definizione, un autovettore € un vettore non nullo mentre,

come abbiamo visto nell’Esempio 19.5, un autovalore puo anche essere uguale a zero.



19.7. Lemma. Se A é una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n, allora det(A —Al,) € un

polinomio a coefficienti reali di grado n nella indeterminata A.

Inoltre, il suo termine di grado n é (-1)"A" mentre quello di grado zero & detA.

Dimostrazione. (per induzione sull ‘ordine n della matrice A). Se n = 1 allora A = [aj1] e
det(A — Aly) = det[ag; —A] =a3; — A =—A+apg = (1)1 AL + detA
Quindi, per n =1 (base induttiva) la tesi € vera.

Ora, (ipotesi induttiva) supponiamo che la tesi sia vera per (n — 1) proviamo la tesi per n.

Osserviamo che se a1, 812, @13, 814, ----.» a1 SONO gli elementi della prima riga di A allora gli
elementi della prima riga di (A — Al)) sono (a;1 —A), 812, 813, 814+ ----- 81p
Sviluppando il determinante di (A — A1) secondo la sua prima riga si ottiene

n -
det(A = 7\,|n) = (all = }\.)det(A = Mn)ll + Z (—1)1+Jaljdet(A = }"In)lj
=2

det(A — Al,) := — Adet(A — Al)yq + i (—1)YHay;det(A — 1lp)y;
j=1
Poiche per ogni j=1, 2, 3,4, ..., n la matrice (A — Al,)qj € quadrata di ordine (n — 1), per I’ipotesi
induttiva, det(A —2Aly)15 € un polinomio di grado (n—1). Quindi, per ogni j=1,2,3,....n, il
polinomio ajjdet(A — Alp)4j ha grado minore o uguale a (n — 1). Per cui i (—1)1+ja1jdet(A — M)y
j=1
e un polinomio di grado minore o uguale a (n — 1). Invece, (—A)det(A — Al,)171 € un polinomio di

grado n avente (—A)(-1)"IAN-1=(-1)"" come suo termine di grado n. Quindi, il polinomio

n -
det(A — Aly) = (A)det(A — )1 + . (—1)1+Ja1jdet(A —Alp)1j € un polinomio di grado n avente
j=1

(=1)"A" come suo termine di grado n. Il termine di grado zero del polinomio det(A — Al,)) & uguale

al valore detA assunto da tale polinomio quando A =0. W
Tenendo conto del Lemma 19.7 diamo la seguente

19.8 Definizione. Sia A una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n. Il determinante della

matrice (A —1l,) viene detto polinomio caratteristico di A e viene indicato con il simbolo p,(%).

Pa(R) = det(A - Alp)



199E 0. A=|2 2 = |t O A= | CM 2
.9 Esempio. —{3 0} 9= (A- 2)—{ 3 _J

PA(L) = det(A—1lp) =22 - 50— 6= (A + 1)(A — 6)

30 2 A 0 0 (3-1) 0 2
19.10 Esempio. A=|{0 1 0| Al3={0 A 0 (A-rlg)=| 0 (@-1) 0
6 0 4 0 0 A 6 0 (4-1)
PA(L) = det(A —Llg) = A3 + 812 — TA = ML — 1)(7 - &)
0100 A 000 -2 1 0 0
: 3020 0 A 00 -%» 2 0
19.11 Esempio. A = My = (A—Lly) =
0203 00 A0 -1 3
0010 0 0 0 A 0 1 -

PA(L) = det(A —Alg) =24 — 1002 + 9= (L + 1)(h — 1)(A + 3)(L - 3)

19.12. Teorema. Sia A una matrice quadrata ad elementi reali di ordine n. Un numero reale § & un

autovalore di A se e solo se esso e una radice del polinomio caratteristico di A, cioe p, () = 0.
Inoltre, gli autovettori di A relativi all’autovalore B sono tutte e sole le autosoluzioni del sistema
lineare omogeneo quadrato (A — 1,)X = 0.

Dimostrazione. Un numero reale § € un autovalorediA < IH=#0 : AH=BH <

& FH=0: AH=B(H) < FH=0: AH=(BI)H < IH=0: AH-(BI)H=0 <

< dH=#0: (A-Bl)H=0 < H ¢éun’autosoluzione del sistema (A -BI))X=0 <

< il sistema lineare omogeneo quadrato (A — B1,)X =0 ha autosluzioni <
=

det(A—Blp) =0 < pa(B)=0 < P e unaradice del polinomio caratteristico di A. W

5 2
19.13 Esempio. Gli autovaloridi A = 3 0} sono Aq=-1, A, =6.

3 2
19.14 Esempio. Gli autovaloridi A=|0 0| sono A1 =0, Ap=1, A3=7.
6 4

19.15 Esempio. Gli autovaloridi A = sono Ay =-1, Ap=1, A3=-3, A4 =3.

o O w o
= O N O
o w O o

O N O -



19.16 Esercizi Trovare i polinomi caratteristici e gli autovalori delle seguenti matrici:

2 1 1
A=|2 3 4 PA) =23 +302+ 0 -3=(3B-1)(A - 1)1 +1)
-1 -1 -2
2 -1 1
B=(0 3 -1 pg(h) = —A3 + 812 — 201 + 16 = (4 — L)(A — 2)°
2 1 3
C=1(2 3 2 Pe(®) =23+ 922 — 150 + 7= (7 - L)(A — 1)?
1010
1101
D= L) = A4 — 403 + 402 = \2() - 2)2
1010 Pp(*) (A -2)
0111
1 2 0 3
-1 -2 0 -3
E= L) = A4 — 403 + 42 = \2() - 2)2
o 0 2 pe() (A -2)
1 2 0
3 -100
0 3 00
F= A)=(-3)
1 3 1 Pe(A) = (A —3)
0 0 3



19.17 Esercizi Trovare gli autovettori delle matrici precedenti.

2 1 0
A - 2 =3,H;=h[ 3| A=1,Hy=h|-1| A3=-1,Hz=h| 1| VvheR-{0}
-1 0 -1
1 1
B > A =2,H;=h|-1] Ay=4,Hy=h|-1| VvheR-{0}
-1 1
1 1 0
C - M=7,H;=h|2| vheR{0} A,=1,Hy=h| 0 |+k| 1 |VhkeR?-{(0,0)}
3 -1 -1
0
1 1
D - A =0,Hy;=h 0 Ao=2,Hy=h 0 vheR—{0}
-1 1
-2 -3 0 1
0 0 -1 )
E—> 4 =0,H;=h +k =2, Hp=h) | +K| | VhkeRP{(00)}
0
1
0

Vh,keR2-{(0,0)}

0
F > % =3,H;=h +k|°
0 1

0

-1



RICORDIAMO CHE se p(x)eR[x] € un polinomio in x a coefficienti reali di grado n, allora

e un numero reale o € una sua radice (cioé p(a) = 0) se e solo se p(x) e divisibile per (x — a);
e o & una sua radice di molteplicita h <n se p(x) & divisibile per (x — o) ma non per (x — o)"*1;
e la somma delle molteplicita delle radici reali a due a due distinte tra loro € minore o uguale a n;

e se n e dispari allora p(x) ha almeno una radice reale.

19.18 Esempio. Si considerino i seguenti polinomi di R[X]

-p(x) = (x = 2)(x + 1)%(x + 4)>(x - 3)’

-q(x) = (x + 1)3(x - B)*(x — 4)°(x? + 1)

-1(X) = (X2 + 1)(x? + 3x + 3)(x% + x — 1)

- Le radici reali di p(x) a due a due distinte tra loro sono 2, -1, —4 e 3. Le loro molteplicita sono
rispettivamente 1, 2, 5, e 7. La somma delle loro molteplicita e 15 che e uguale al grado 15 di p(x).

- Le radici reali di g(x) a due a due distinte tra loro sono —1,5 e 4. Le loro molteplicita sono
rispettivamente 3, 4, e 6. La somma delle loro molteplicita & 13 che & minore del grado 15 di g(x).

- Il polinomio r(x) non ha radici reali.
Tenendo conto di quanto appena ricordato diamo la seguente

19.19 Definizione. Diremo molteplicita algebrica di un autovalore B, e la indicheremo col simbolo

m,(B), di una matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n la molteplicita di B come radice del

polinomio caratteristico p , (1) della matrice A.

19.20 Esempio. Si considerino le matrici dell’Esercizio 19.16

pA(t) = (B—W)(A - 1)(1 + 1) Ma(3) = My(1) = my(-1) =1
pg(M) = (4 - ) - 2)2 my,4)=1  my)=2
Pc() = (7 = A)(A — 1)2 Ma(7)=1  my(l)=2
Pp(M) = A%(x — 2)? My(0) = My(2) = 2

Pe(d) = 22(1 - 2)? m,(0) = my(2) = 2

Pe() = (A - 3)* My(3) = 4
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19.21 Osservazione. Se A e una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n avente s autovalori
A1y o, Ag, .., A1, Ag @ due a due distinti tra loro (cioe i#] < Aj# ), allora p,(A) € divisibile
per (A — %g) ™D, — a,)MaD g —a )Mt 5 — a)M?D. Quindi,
Ma(Ry) + Ma(Rp) + My(h3) + ... + My(Ag) <N

valendo il segno di uguaglianza se e solo se le radici di p, (1) sono tutte reali.

19.22 Esempio. Si considerino i polinomi dell’Esempio 19.20

pA) = (3= 1)~ (A + 1) Ma(3) + My(1) + my(-1) = 3 = ordine di A
pg(*) = (4—1)(A - 2)2 m,(4) + my(2) = 3 = ordine di B

Pc(®) = (7 - 1) (A - 1)2 m,(7) + my(1) = 3 = ordine di C

Pp(A) = A2(h — 2)2 m,(0) + m,(2) = 4 = ordine di D

pe(n) = A2(n — 2)? m,(0) + my(2) = 4 = ordine di E

Pe(m) = (A —3)* my(3) = 4 = ordine di F

Si noti che in tutti i precedenti casi vale il segno di uguaglianza, in quanto ognuno dei polinomi

caratteristici ha solo radici reali.

Nel Teorema 19.12 abbiamo visto che gli autovettori relativi ad un autovalore 3 di una matrice A ad
elementi reali quadrata di ordine n sono tutte e sole le autosoluzioni del sistema lineare omogeneo

(A —Bly)X =0. Tenendo conto del fatto I’insieme delle soluzioni di tale sistema lineare omogeneo

e uno spazio vettoriale (sottospazio di R") diamo la seguente

19.23 Definizione. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n e sia f un suo

autovalore. Lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo (A —B1,)X =0 viene detto

autospazio relativo all’autovalore e viene indicato col simbolo E(j3).

19.24 Osservazione. Se E(B) & un autospazio della matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n,
allora un vettore X di R" appartiene ad E(B) se e solo se X ¢ il vettore nullo o X & un autovettore di
A relativo all’autovalore (3.

E(B) = {0}u{autovettori relativi all'autovalore $}



Ricordando il Teorema 18.16 si ha subito la seguente

19.25 Osservazione. Se E(B) € un autospazio della matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n,
allora dimE(p) = n — rg(A — Bl,)). Inoltre, poiché det(A — Bl1,) = 0 si ha che rg(A — Bl,,) < n. Quindi
dimE(B)=n-rg(A-ply)>1

Tenendo conto dell’Osservazione 19.25 precedente diamo la seguente

19.26 Definizione. Se B € un autovalore di una matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n,
allora la dimensione dell’autospazio E(B) viene detta molteplicita geometrica dell’autovalore 3 €

viene indicata col simbolo mg(B). Quindi,

Mg(B) := dimE(B) = n —rg(A — Blp) 21

Omettiamo la dimostrazione del seguente

19.27. Teorema. Se B & un autovalore della matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n, allora

la sua molteplicita geometrica € minore o uguale alla sua molteplicita algebrica, cioé
1 <mgy(B) < my(B)

Conseguenza immediata del Teorema 19.27 é il sequente

19.28 Corollario. Sia 3 un autovalore di una matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n.
Se my(B) = 1 allora my(B) = 1.

19.29 Esempio. Si considerino le matrici dell’Esercizio 19.17.
Matrice A Ma(3) =My(1) =ma(-1) =1 = my(3) =my(1) =my(-1) =1

Matrice B ma(4)=1 = my(4) =1 Mg(2) =1 <2 =my(2)
Matrice C ma(7) =1 = my(7) =1 Mg(1) =2 =my(1)
Matrice D Mg(0) =1 <2 =my(0) Mg(2) =1 <2=my(2)
Matrice E Mg(0) = 2 =m,(0) Mg(2) = 2 =my(2)

Matrice F Mg(3) =2 <4 =my(3)



Tenendo conto del Teorema 19.27 ¢ dell’Osservazione 19.21 si ha subito il seguente

19.30 Corollario. Se A e una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n avente s autovalori

A1y Ao, Az, ..., g1, hg @ due a due distinti tra loro (cioe i #j <> Aj# 4;), allora

Mg(A1) + Mg(Rp) + Mg(Rg) + ..... + My(ks) <N

19.31 Esempio. Si considerino le matrici dell’Esercizio 19.17.
Tenendo conto anche di quanto gia visto nell’Esempio 19.22 si ha che
Matrice A Mg(3) + my(1) + my(-1) =1+1+1=3=ordinedi A
Matrice B mg(4) + my(2) =1+1=2<3=ordinedi B

Matrice C mMg(7) + mg(1) =1+2=3=ordinedi C

Matrice D mg(0) + my(2) =2 <4 = ordine di D

Matrice E mg(0) + my(2) =2 +2 =4 =ordine di E

Matrice F Mg(3) =2 <4 =ordine di F

Relativamente all’intersezione di due autospazi si ha il seguente

19.32. Teorema. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n.
Se A1 e Ay sono due autovalori distinti (A1 = A) di A, allora E(A1) N E(X,) = {0}.

Dimostrazione. Ovviamente, 0cE(A;) e 0€E()y), da cui 0eE(A) N E(Ay).

Se esistesse un autovettore H = 0 tale che HeE(Lq) m E(Ly) allora si avrebbero le due identita
AH=2H et AH=2X,H. Sottraendo membro a membro la prima dalla seconda si otterrebbe
I’identita (A, —Aq)H = 0. Poiché (A, — Aq) # 0, per la legge di annullamento del prodotto di uno

scalare per un vettore si avrebbe che H = 0. Ma cio € assurdo. Quindi, E(A) N E(X,) ={0}. W
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19.33. Lemma. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n.

Siano A, Ay, A3, ..., As.1, As S autovalori di A a due a due distinti tra loro, cioé i #] < A= A;j.
Se Hq, Hy, Hs, ..., Hg 1, Hg sono s autovettori di A relativi agli autovalori A1, Ap, A3, ..., Ag.1, Ag
rispettivamente, allora gli autovettori Hq, Hy, Hs, ..., Hg.1, Hg sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. (per induzione sul numero s di autovalori a due a due distinti tra loro)

Se s = 1 allora I’autovettore H; & certamente linearmente indipendente in quanto diverso dal vettore
nullo. Quindi, per s = 1 la tesi é vera (base induttiva). Ora, nell’ipotesi (induttiva) che la tesi sia vera
per (s — 1) proviamo la tesi per s. A tal fine dobbiamo provare che se
(v) oqHy + apHy + agHg + ... + g 1Hg 1 + agHg =0
allora deve necessariamente essere o =ap =03 =... =dgq = 0g=0.
Moltiplicando entrambe i membri dell’identita (%) a sinistra per la matrice A otteniamo le identita
A(aqHy + apHy + agHz + ... + ag 1Hs g + agHg) = A0

AlagHy) + A(agHp) + A(agHg) + ... + Alas.aHs.1) + A(asHs) =0

ag(AH7) + ap(AH) + ag(AHg) + ... + ag 1 (AHg 1) + as(AHg) = 0
Poiché Hq, Hy, Hs, ..., Hg_1, Hg SONo autovettori relativi agli autovalori Aq, Ay, A3, ..., Ag.1, Ag Si ha

ag(A1H1) + ap(AoH7) + ag(hgHa) + ... + as1(hs.1Hsq) + as(hsHg) = 0
(%) (0gA1)Hy + (0pA)Hp + (aghg)Hg + ... + (ag.1hs.1)Hs 1 + (aghs)Hs = 0
Moltiplicando entrambe i membri dell’identita () per lo scalare Ag otteniamo 1’identita
As(aHy + opHp +agHg + ... + aggHs g + agHg) = A0
As(agHy) + Ag(apHp) + Ag(agHg) + ... + Ag(as.1Hs.1) + Ag(asHs) = 0
(a) (01Ag)H1 + (ape)Hp + (aghg)Hz + ... + (015.1As)Hs.1 + (01she)Hs = 0
Sottraendo membro a membro 1’identita (a) dall’identita (&%) otteniamo 1’identita
og(Ag — Ag)Hy + ap(hp — Ag)Hp + ag(Ag —Ag)Hz + ... + g1 (Rhsy —Ag)Hs 1 = 0
Poiché, per ipotesi, gli (s — 1) autovettori Hq, Hy, Hs, ..., Hg.1, sono linearmente indipendenti si ha
og(Ag —Ag) = ap(Ap — Ag) = 03(Ag — Ag) = 051 (As1 — Ag) =0

Ma, per ogni h=s e (A, — Ag) # 0, quindi ci0 accade (see) solose oy =0y =03=... =0g1 =0.
Sostituendo oy = oy =agz=... = agq =0 nella (v) si ottiene I’identita agHg = 0. Essendo Hg =0
(poiché Hy e un autovettore), per la legge di annullamento del prodotto di uno scalare per un vettore

si ha che deve necessariamente essere o =0. W
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Come immediata conseguenza del Lemma 19.33 si ha il seguente

19.34 Corollario. Se A é una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n avente n autovalori a

due a due distinti tra loro, allora esistono n autovettori di A linearmente indipendenti. Quindi, in tal

caso esiste sicuramente una base di R" formata da autovettori della matrice A.
Tenendo conto del Lemma 19.33 si prova il seguente

19.35 Teorema. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n.
Siano A1, Ap, Az, ..., As1, Ag S autovalori di A a due a due distinti tra loro, cioe i # j < Ajh;.
Se per ogni ie{1,2,3, ..., s} Hiy, Hip, Hig, ..., Him, sono m; autovettori relativi all’autovalore A;
tra loro linearmente indipendenti, allora gli autovettori
Hi1, Hio, oo Himyy Hog, Hoo, - Homy, Hag, Hao, -y Hamyg, - Hsty Hp, -y Ham,
sono linearmente indipendenti.
Dimostrazione. Considerata una combinazione lineare di tutti gli autovettori
Hi1, Hio, - Himg Hogy Hoo, o Homy, Hag, Hao, - Hamyg, e Hsty Hso, -y Hmg
si provi che se essa ha come risultato il vettore nullo, allora tutti i suoi coefficienti sono nulli.
S
(v) E,l (ajgHiy + ajpHip + ajgHiz + ... + ajmHim,) = 0
Perogni ie{l,2,3, ..., s} poniamo K; = (ajiHjs + ajpHip + ajgHiz + ... + atim.Him.)-
Poiché Hjq, Hip, His, ..., Him,€E(A) sihache KjeE(%j) e, dalla(v), che
S
(%) YKi=Ki+Ky+Kg+..... +Ks=0
i=1
SiaJ={je{l,2 3, ...,s}|Kj#0}. Sefosse]= allora per ogni jeJ (per I'Osservazione 19.24)

Kj sarebbe un autovettore relativo all’autovalore Aj. Da (&) si avrebbe X Kj=0. Quest’ultima
jed

sarebbe una combinazione lineare (con tutti i coefficienti uguali a uno) di autovettori linearmente
indipendenti (per il Lemma 19.33) avente come risultato il vettore nullo. Essendo cio un assurdo, si
ha che J =, cioe perogniie{l, 2,3, ...,s} e K; = 0.
Quindi, perogni ie{l, 2,3, ...,s} &

ajrHiz + ajHip + ajgHiz + ... + djm.Him, = 0
Poiche tali autovettori sono, per ipotesi, linearmente indipendenti, si ha che

Vie{l,2,3,...,8} aj1=0jp=aj3=.... = Olim; =0. W
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Tenendo conto del Corollario 19.30 dal Teorema 19.35 si ha subito il seguente

19.36 Corollario. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n. Esiste una base di Rf!
formata da autovettori di A se e solo se la somma delle molteplicita geometriche dei suoi autovalori

e uguale al suo ordine n.

Tenendo conto del Teorema 19.27 e dell’Osservazione 19.21 si ha il seguente

19.37 Teorema. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n. Esiste una base di R
formata da autovettori di A se e solo se sono soddisfatte entrambe le condizioni seguenti:

(1) le radici del polinomio caratteristico di A sono tutte reali (cioe non ci sono radici complesse);
(2) per ogni autovalore la sua molteplicita algebrica & uguale alla sua molteplicita geometrica.

19.38 Esempio. Si considerino le matrici dell’Esercizio 19.17.

Tenendo conto di quanto gia visto nell’Esempio 19.31 si ha che

e ((2,3,-1), (1,-1,0), (0, 1, —1)) & una base di R3 formata da autovettori di A;

o NON esiste una base di R3 formata da autovettori di B;

e ((1,2,3),(1,0,-1), (0,1, —1)) & una base di R3 formata da autovettori di C;

o NON esiste una base di R* formata da autovettori di D;

e((-2,1,0,0),(-3,0,0,1), (0,0, 1,0), (1, -1, 0, 1)) & una base di R* formata da autovettori di E;

e NON esiste una base di R formata da autovettori di F;

Relativamente ad una matrice avente un solo autovalore reale (come la matrice F dell’Esempio

19.38) possiamo provare il seguente

19.39 Teorema. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n avente un solo autovalore

B. Esiste una base di R" formata da autovettori di A se e solo se A = Bl,,.
Dimostrazione. Esiste una base di R" formata da autovettori di A < se mgB)=n <

< n-rg(A-Bly)=n < rg(A-gly) =0 < (A-Bl,)=matricenulla & A=pl, N
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20. Diagonalizzazione di una matrice quadrata.

20.1 Definizione. Siano A e B due matrici ad elementi reali quadrate dello stesso ordine n.

Diremo che la matrice A é simile alla matrice B se esiste una matrice P ad elementi reali quadrata di

ordine n invertibile (cioé detP = 0) tale che A = PBP, ovvero AP =PB.

20.2 Osservazione. Si prova subito che

20.2.1 ogni matrice é simile a se stessa;

20.2.3 se A e simile a B allora B e simile ad A;

20.2.3se AesimileaBeB ésimileaC allora A é simile a C.

Dimostrazione.

(1) 31: A= 1Al = IAIL;

(2 3P: A=PBP! = 3pl:B=pPlap=pPlaPl)L;

(3)3P:A=PBP!, 30:B=0QCQ! = 3PQ:A=PQCQYLPLl=(PQ)ICrQ) L.

20.3 Osservazione. Se A e B sono simili allora hanno lo stesso determinante.
AP =PB = det(AP) =det(PB) = (detA)(detP) = (detP)(detB) = detA = detB

Ricordiamo che una matrice quadrata A = [ajj] si dice diagonale se sono nulli tutti gli elementi che

non si trovano sulla sua diagonale principale, cioe i#j = aj; =0.

Con il simbolo diag(Aq, Ap, A3, ....., Ap-1, Apy) indicheremo una matrice ad elementi reali diagonale

di ordine n avente i numeri reali A1, Ay, A3, ....., Aq.1, A Sulla sua diagonale principale.

20.4 Definizione. Sia A una matrice ad elementi reali quadrata di ordine n. Diremo che la matrice A
e diagonalizzabile se A é simile ad una matrice diagonale. Ciog, A é diagonalizzabile se esistono

una matrice P invertibile ed una matrice diagonale A = diag(Aq, Ao, A3, Mg, -...., An.1, Ap) tali che

A =PAPl ovvero AP =PA

In tal caso si dice anche che le matrici P e A diagonalizzano la matrice A.

20.5 Osservazione. Per I’Osservazione 20.2.1 si ha che una matrice diagonale é diagonalizzabile.
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20.6 Osservazione. Siano A e P due matrici ad elementi reali quadrate aventi lo stesso ordine n e

sia A = diag(Aq, Ao, A3, Ag, ..., An-1, Ap) Una matrice ad elementi reali diagonale di ordine n.

Tenendo conto di come e stato definito il prodotto riga per colonna si ha subito che:

20.6.1. per ogni indice di colonna je{1, 2,3, ..., n} si ha che la j-esima colonna della matrice

prodotto (AP) é uguale al prodotto della matrice A per la j-esima colonna della matrice P. Cioe,
(AP)I = A(P))

20.6.2. per ogni indice di colonna je{l, 2, 3, ..., n} si ha che la j-esima colonna della matrice

prodotto (PA) € uguale al prodotto dello scalare 2; per la j-esima colonna della matrice P. Cioe,

(PA) = ;P

Tenendo conto dell’Osservazione 20.6 si prova subito il seguente

20.7 Teorema. Una matrice A ad elementi reali quadrata di ordine n € diagonalizzabile se e solo se

esiste una base di R" formata da autovettori di A.

Dimostrazione. A ¢ diagonalizzabile <

& esistono una matrice P invertibile ed una matrice diagonale A tali che A = PAP! <

< esistono una matrice P invertibile ed una matrice diagonale A tali che AP =PA <

< esistono una matrice P invertibile ed una matrice diagonale A tali che per ogni je {1,2,3,...,n}
la j-esima colonna di AP é uguale alla j-esima colonna di PA <

< esistono una matrice P invertibile ed una matrice diagonale A tali che per ogni je {1,2,3,...,n}
siha (AP) = (PA) <

& esistono n colonne P1, P2, P3 .. P" linearmente indipendenti e n numeri reali A1, Ay, Az, ..., Ay
tali che A(Pl) = (AP)) = (PA) = 1P &

<> esistono n autovettori di A linearmente indipendenti <

<> esiste una base di R" formata da autovettori di A. H

20.8 Osservazione. Se esiste una base B di R" formata da autovettori di A, nella dimostrazione del
Teorema 20.7 abbiamo visto un modo pratico per trovare una matrice diagonale A ed una matrice
invertibile P che diagonalizzano A. La matrice A =diag(Aq, Ay, A3, Ag, --..., An-1, Ap) € la matrice
che ha sulla diagonale principale gli autovalori di A ognuno ripetuto tante volte quanto é la sua
molteplicita algebrica. La matrice P e la matrice che ha come colonna j-esima un autovettore della

base B relativo all’autovalore kj.
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20.9 Esempio. Si consideri la matrice

2 1 1
A=|2 3 4 PA) =23 +302+ 0 -3=(3B -1 - 1)1 +1)
-1 -1 -2

Abbiamo gia visto che gli autovettori di A sono

A =3 > HM) =a(2, 3,-1) YaeR-{0}

Ay =1 H(y) = B(1, -1, 0) VBeR—{0}

A3 =-1—->H(k3) =v(, 1, -1) vyeR-{0}

Scegliendo (a piacere) un autovettore per ogni autovalore, ad esempio H; = (2,3,-1), H, = (1,-1,0)
e H3 = (0,1,-1), si ottengono 3 autovettori linearmente indipendenti e, quindi, una base di R3.

Per il Teorema 20.7, la matrice A é diagonalizzabile. Infatti, prendendo le seguenti due matrici

A 0 0] [30 0 2 1 0
A={0 % 0[=][01 0| e P:=[Hy|Hy|Hg]=|3 -1 1
0 0 23| |00 -1 -1 0 -1

sihache AP =PA ovvero A =PAP1

20.10 Esempio. Si consideri la matrice

2 11
C=1[2 3 2 Pe(®) =23+ 942 — 150 + 7= (7 - A)(A — 1)2
334

Abbiamo gia visto che gli autovettori di C sono

A =7 > HO) = a(l, 2, 3) YaeR—{0}

Ap=1—HM,) =p(1, 0, -1)+y(0,1,-1) VB,yeR2-{(0,0)}

Scegliendo (a piacere) un autovettore per 1’autovalore A1, ad esempio H; = (1,2,3), e (sempre a
piacere) due autovettori linearmente indipendenti per I’autovalore A,, ad esempio H, = (1,0,-1) e
Hs = (0,1,-1), si ottengono 3 autovettori linearmente indipendenti e, quindi, una base di R3.

Per il Teorema 20.7, la matrice C e diagonalizzabile. Infatti, prendendo le seguenti due matrici

A 0 07 [7 00 11 0
A=|0 & 0[=|0 1 0| e P:=[H{|Hy|lHz]=|2 0 1
0 0 A (001 3 -1 -1

sihache CP=PA ovvero C=PAP1L
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20.11 Esempio. Si consideri la matrice

1 2 0 3
-1 -2 0 -3

E= L) = A4 — 403 + 402 = ) 2(h — 2)?
0 0 2 0 pe(*) ( )
1 2 0 3

Abbiamo gia visto che gli autovettori di E sono

A =0->HM)=a(-2,1,00)+p(-3,0,0,1) Va,pcR?-{(0,0)}

Ay =2 H(,) =7(0,0, 1,0) +5(1,-1,0,1) Vy,6eR?—{(0,0)}

Scegliendo (a piacere) due autovettori linearmente indipendenti per 1’autovalore A4, ad esempio
H; =(-2,1,0,0) e H, = (-3,0,0,1), e (sempre a piacere) due autovettori linearmente indipendenti per
’autovalore Ay, ad esempio Hz = (0,0,1,0) e H4 = (1,-1,0,1), si ottengono 4 autovettori linearmente

indipendenti e, quindi, una base di R*.

Per il Teorema 20.7, la matrice E é diagonalizzabile. Infatti, prendendo le seguenti due matrici

A 0 0 O 0 00O -2 -3 0 1

0O » 0 O 0 00O 0O 0 -1
A= = e P:=[Hy|Hy|Hz|Hsl=

0 0 2 O 0 020 0 0 1

0 0 0 A 0 0 0 2 0 1 0

si hache EP =PA ovvero E = PAPL,

Ricordiamo che (per I’Osservazione 20.5) una matrice diagonale ¢ diagonalizzabile

: a b . L N .
20.12 Teorema. Sia A = [c d} una matrice ad elementi reali quadrata di ordine 2 non diagonale.

La matrice A & diagonalizzabile se e solo se ha due autovalori distinti, ovvero [(a — d)? + 4bc] > 0.
Dimostrazione. Si ha che p,(A) = det(A—rlp) = (A —a)(A —d) —bc = A2 — (a+d)A + (ad — bc).

Il discriminante del polinomio p ,(A) & A = (a +d)2 — 4(ad - bc) = (a — d)? + 4hc.

Se A >0 allora A ha due autovalori distinti. Per cui, per il Corollario 19.34 esiste una base di R?
formata da autovettori di A. Quindi, per il Teorema 20.7 la matrice A é diagonalizzabile.

Se A =0 allora la matrice A ha un solo autovalore 3 avente molteplicita algebrica 2. Poiché A non é

uguale alla matrice diagonale BI, (per il Teorema 19.39) la matrice A non e diagonalizzabile.

Se A<O0 allora la matrice A non ha autovalori. Per cui, non esiste una base di R2 formata da

autovettori di A. Quindi, per il Teorema 20.7 la matrice A non é diagonalizzabile. W
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o : t (t-2)
20.13 Esempio. Si consideri la matrice A = ) .

2
Determinare per quali valori del parametro reale t la matrice A e diagonalizzabile.
PAL) =22 = (t+2)% +4 A=t2+4t—12=(t+6)(t—2)

A e diagonalizzabile se e solo se A > 0, cioe se e solo se t<—6 oppure t> 2.

5 70
20.14 Esempio. Si consideri lamatrice A=| 0 h 0
-2 k 3

Trovare i valori dei parametri reali h e k per i quali la matrice A e diagonalizzabile.
PA) = -1)(h-2)EB-2) A =5 Ao=h A3 =3
Per ogni heR—{3,5} la matrice A ha tre autovalori a due a due distinti tra loro e, quindi, per il

Corollario 19.34 esiste una base di R3 formata da autovettori di A, ovvero A & diagonalizzabile.

5 70
Per h =3 si ha la matrice A=| 0 3 0] e i suoi autovalori sono A; =5 e A, = 3. La molteplicita
-2 k 3

geometrica di A, & 1 in quanto la sua molteplicita algebrica & 1. Affinché esista una base di R3

formata da autovettori di A € necessario e sufficiente che sia uguale a 2 anche la molteplicita

geometrica di A,. Ricordando che mg(A,) = dimE(A,) = 3 — rg(A — 4,13 ) e osservando che

2 7 0
rg(A—-Xiol3)=rg(A-3I3)=rg| 0 0 O
-2 k O

si ha che my(2;) = 2 se e solo se rg(A — Apl3 ) = 1 ovvero se e solo se k = —7.

5 70
Per h =5 si ha la matrice A=| 0 5 0| e i suoi autovalori sono Aq =5 e A, = 3. La molteplicita
-2 k 3

geometrica di A, e 1 in quanto la sua molteplicita algebrica & 1. Osservando che

~ O N

0 0
rg(A—K1I3):rg(A—5I3)=rg 0 0
-2 -2

si ha che per ogni valore di k e rg(A — 513 ) = 2 ovvero € mg(,) = 1. Per cui non esiste una base di

R3 formata da autovettori di A che, quindi, non & diagonalizzabile.
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20.15 Definizione. Una matrice C ad elementi reali quadrata C si dice ortogonale se C" = C™2.

20.16 Osservazione. Una matrice C ad elementi reali quadrata C & ortogonale se e solo se CTC= 1.
Dimostrazione. Se C & ortogonale allora C'C = C™1C = I. Viceversa, se C'C=1 allora detC =0 e,

quindi, C & invertibile. Sihache CT=CcTi=cT(cc ) =(c'c)ct=i1ct=Cc! =

20.17 Osservazione. Se a e b sono due numeri reali tali che a® + b% = 1, allora

Flae(—n, w] : a=cosa , b =sina

20.18 Teorema. Una matrice C ad elementi reali quadrata di ordine 2 e ortogonale se e solo se
cos@d —sind cos@é sind
A0e(-n,n]: C=| . aut C=| |
sind cosé sind —cosé
Si osservi che nel primo caso e detC = 1 mentre nel secondo caso e detC = —1.

Si osservi, inoltre, che cambiando il segno della seconda colonna di una matrice del primo tipo si

ottiene una matrice del secondo tipo e viceversa.

Dimostrazione. («<=) Si verifica subito che se C e una matrice del tipo

cos@ -sind cos@d sind@
C=| . aut C=| |
sin@ cosé@ sing -—cosé

allora in entrambe i casi si ha C" = C™1. Quindi, C & ortogonale.

. X Z . . . . . .
(=) Sia, ora, C = [ } una generica matrice ad elementi reali quadrata di ordine 2 ortogonale.
y w

2 2
X“+y =1
X X z 1 0
Da C'Cc=cIc =1 sihache y = ovvero il sistema: {72 +w? =1
Z Wy w 0 1
zX+wy =0

Dall’equazione x?+y?=1 sihache 310e(-m, ] : X =cos0 , y = sind.

Dall’equazione z2+w? =1 sihache 3lwe(-n, n] : Z=cosm , W = Sinw.

Dall’ultima equazione zX + wy =0 si ha che cos®wcosb + sinwsin® = 0, da cui cos(w — 0) = 0.
Per cui, @ — 0 =% 7/2 ovvero o =0 + n/2.

. . . [cos® —sin@
Se =0+ /2 allora cosm =-sinb e sinm = cosO e, quindi, C = }

_sin @ coséd

Se =0 —n/2 allora cosm =sind e sinm =—cosO e, quindi, C =

[cos®  sind
'sing —cosd|
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20.19 Definizione. Una matrice A ad elementi reali quadrata si dice simmetrica se AT = A.

20.20 Teorema. Se A = alz e una matrice quadrata ad elementi reali simmetrica di ordine 2, allora:

1) lamatrice A ha due autovalori A, e %, reali e distinti e, quindi, A  diagonalizzabile;

2) se u=(u, uy) € un autovettore relativo all’autovalore A, allora un vettore v = (v, vy) z0eun

autovettore relativo all’autovalore 7”2 se e solo se uev = uyv, + uyvy =0;

3) esiste una matrice ortogonale C tale che detC =1 e A= CAC'.

a b a 0
Dimostrazione. Sia A = {b c} . Siccome A =al; = {O {J allora b = 0 oppure a # c. Il polinomio

caratteristico di A & p, (1) = det(A-Al) = (a-2A)(c - 1) - b? = A% — (a + C)A + (ac — b?). Siccome il
suo discriminante A = (a — ¢)? + 4b? & strettamente positivo, la matrice A ha due autovalori Aoen,
reali e distinti e, quindi, per il Teorema 20.12 la matrice A é diagonalizzabile.

Tenendo conto che (A, +2,)=(a+c) e A A= (ac - b?) si dimostra subito che:

(%) le soluzioni dell’equazione bx + (A,— a)y = 0 sono tutte e sole le coppie t(b, 1,—a) VteR.

Sia ora u = (u, uy) un autovettore relativo a &,. Quindi, (u,, uy) ¢ un’autosoluzione del sistema

- b 0
omogeneo @=2y) X|= . Per cui esiste m = 0 tale che u = (u,, u,) = m(b, A,—a).
b (c-A) |yl |0 Xy &

Un vettore v = (v,,, vy) #0 € un autovettore relativoa’, <

\ ] . (a - 7\,2) b X 0
< v=(v,,V,) ¢ un’autosoluzione del sistema omogeneo = =
Xy b (c—2y) 0

& v=(v,, Vy) ¢ un’autosoluzione dell’equazione (a—2,)x+by=0 <

< esisten=0talechev= (v, vy) =n(b,A,—a) < tenendo contodi (%) <

& (VX, Vy) ¢ un’autosoluzione dell’equazione bx + (kl— ay=0 <

< by, + (A - a)vy =0 < mbv, +m@, - a)vy =0 & uyv, + uyvy = 0 < uev=0.
Si ha che [Jul®=u?+u

2=m’[b*+ (A, - @)°] e |VIP=v,2+Vv,2=n’[b*+ (A, — a)°]. Scegliendo

y y

m=[o*+ (A, —a)4" e n=[b*+ (A, -a)*]"? siha uP=ul+u?=1e [v[P=v2+v2=1.

y y

ORA, quindi, u = (u,, uy) ev=(v,, vy) sono due autoversori relativi a &, e A, rispettivamente.
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v : i i
VX} la matrice che ha come colonne gli autoversori u = (u,, uy) e v=(v, vy).

u
Sia D:{ X
u y

y

Tenendo conto che uev=veu=0 e ueu=vev=1 si hache D'D=1. Se detD =1 allora sia

u
C::{ X
Uy

detC =1 e la seconda colonna di C (-v) = (-v,,, —vy) e ancora un autoversore relativo a A

Vx Uy | —Vx

] Se, invece, detD = -1 sia C := {

. In_ogni caso, C & ortogonale con
vy Uy [ —Vy

o

A 0
Posto A := [01 } si ha, poiché A & diagonalizzabile, che A=CAC1=CAC'. =

A

Se A e una matrice quadrata ad elementi reali simmetrica di ordine 2, il Teorema 20.20 ci fornisce
un metodo pratico e veloce per diagonalizzare A tramite una matrice ortogonale C con detC = 1.

Passo 1) Si trovano i due autovalori distinti 2., e ., di A.

Passo 2) Si sceglie, a piacere, uno dei due autovalori di A, ad esempio A,.

Passo 3) Si trova un autovettore w = (w,,, wy) relativoai,.

Passo 4) Si calcola la lunghezza h = [w, > + Wyz]l’2 dell’autovettore w = (W, w, ).
Passo 5) Si considera il versore u = (u,, uy) = h'l(wx, Wy) .

Per il Teorema 20.20 si ha che i due autoversori relativi a &, sono (v,, vy) = i(uy, —U,).
vx}
Vy
VX} = 1.
Vy

Vx Ux

~[u
Inoltre, la matrice { X +1,

Uy

} € una matrice ortogonale e, quindi, det[

Vy Uy

Ux

Passo 6) Si sceglie I’autoversore (V,, vy) relativo a A, tale che det{u
y

Vy ﬂ,]_ 0 u, u y

20.21 Esercizio. Si consideri la seguente matrice simmetrica A = {

Ux

Passo 7) Sihache A= [u

y

} . Trovare una matrice

diagonale A ed una matrice ortogonale C con detC = 1 che diagonalizzano A.

Gli autovalori di A sono A,=3 e A,=8. Gli autovettori di A,=3 sono w=a(l,2) Va=0.



21

Poiché |lw][* = 5a?, il vettore u= —= (1, 2) & un autoversore relativo a A,= 3. Per cui £—=(2, -1)

f f

sono i due autoversori relativi a A, = 8. Scegliendo v = \/_ (=2, 1), allora per la matrice ortogonale

\Y; 1] -2] A 0 30
x| = L & detC = 1. Ponendo A = | 1 = siha A=CAC".
2| 1 0 | |0 8

7 -2] ,1f1]|-2]J3 0] 1[1 2], 11 -2][3 o][1 2
{—2 4}_(E{2 1H0 8}%{—2 1})_5[2 1Mo 8“—2 1}
2 33
33 -4

matrice diagonale A ed una matrice ortogonale C con detC = 1 che diagonalizzano A.

20.22 Esercizio. Si consideri la seguente matrice simmetrica A = { } . Trovare una

Gli autovalori di Asono A,=5 e A,=—7. Gli autovettori di A,=5 sono w = oc(\/§, 1) Va #0.

Poiché ||w|? = 402, il vettore u = %(\/5, 1) & un autoversore relativo a A, = 5. Per cui J_r% (1-+/3)

sono i due autoversori relativi a .,= 7. Scegliendo v = %(—1, \/3), allora la matrice ortogonale

0 A| |0 -7

2 33 :(3\/5‘—1){5 o}(lﬁ 1):1\/5—1{5 o}ﬁ 1
3J/3 -4 211 |30 -7]"2]-1 J3|" 4|1 3|0 -7]|-1 3

- 12
20.23 Esercizio. Si consideri la seguente matrice simmetrica A = LZ 16} . Trovare una matrice

M O 5 0
C== [\/— ‘ \/_} ha detC = 1. Ponendo A = { } = [ } sihache A=CAC".

diagonale A ed una matrice ortogonale C con detC = 1 che diagonalizzano A.

Gli autovalori di A sono 1,=0 e A,=-25. Gli autovettori di 1,=0 sono w=o(4, 3) Vo =0.

Poiché ||w|?> = 2502, il vettore u = %(4, 3) € un autoversore relativo a ;= 0. Per cui i%(& —4) sono

. . . . 1 .
i due autoversori relativi a A,= —25. Scegliendo v = g (=3, 4), allora la matrice ortogonale

4| -3 A 0 0 0
C= 1 ha detC = 1. Ponendo A = |~ * = sihache A=CACT.
53] 4 0 | |0 -25

-9 12| 1[4|-3]J0 O ],2[4 3], 1[4 -3|][0 O ][4 3
12 -16 _(€3|4)0—25(§—3 4_)_£3 4]0 -25||-3 4




