Tre prodotti coi vettori liberi.

PS.1. Definizione. Siano u e v due vettori liberi non nulli. Sia O un punto qualsiasi dello spazio. Sia
A I'unico punto dello spazio tale che [OA] = u. Sia B I’'unico punto dello spazio tale che [OB] = v.
Sia r la semiretta uscente dal punto O e passante per il punto A e sia s la semiretta uscente dal punto

O e passante per il punto B. Sia « 1’angolo convesso individuato dalle due semirette r e s.

AN
Diremo che « ¢ I’angolo tra i due vettori u e v e lo indicheremo col simbolo u,v.

B

a
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PS.2. Osservazione. Si noti che la definizione precedente € ben posta ovvero non dipende dalla
scelta del punto O. Infatti, cambiando il punto O si ottengono angoli tra loro congruenti.
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PS.3. Definizione. Siano u e v due vettori liberi. Diremo prodotto scalare di u e v e lo

indicheremo col simbolo uev il numero reale cosi definito

-seu=0velv=0 allora uev:=0

A
-seu=0etv=0 allora uev :=|u||*||v|]*cos(u,V)

dove qui col simbolo |lu| indichiamo la lunghezza (o modulo) del vettore u e col simbolo *

indichiamo 1’operazione di prodotto di due numeri reali.

PS.4. Prime proprieta del prodotto scalare. Dalla definizione si ha subito che:

(@) uev=veu (proprieta commutativa)

(b) uev=0seesoloseu=0velv=0velu_Lv (ovvero se e solose u e Vv sono ortogonali tra loro)
©) ueu=|ulf=>0 equindi |jull=Jueu

(d) ueu=0seesoloseu=0

PS.5. Definizione. Siano u e v due vettori liberi con u # 0. Sia A 1’unico punto dello spazio tale che
[OA] = u. Siar la retta passante per i due punti distinti O ¢ A. Sia B 1’unico punto dello spazio tale
che [OB] =v. Sia H la proiezione ortogonale del punto B sulla retta r. Il vettore libero vu := [OH]

viene detto proiezione ortogonale del vettore v lungo la direzione individuata dal vettore u.
Si osservi che se v =0 oppure u L v, allora H = O. Tenendo conto di cio abbiamo il seguente
PS.6. Corollario. Sia u un vettore libero non nullo. Se v =0 oppure u L v, allora vu = 0.

PS.7. Teoerema. (significato geometrico del valore assoluto del prodotto scalare).
Siano u e v due vettori liberi con u #0. Il valore assoluto del prodotto scalare uev e uguale al
prodotto della lunghezza del vettore u per la lunghezza della proiezione ortogonale del vettore v

lungo la direzione individuata dal vettore u ovvero
uev| = [luf[*ivull-

Dimostrazione. Se v =0 oppure u L v, allora per PS.4.(b) si ha che uev = 0. Inoltre, per PS.6 si ha
che vu = 0. Tenendo conto di cio si ha che |uev|=[0] =0 = ||u|[*0 = |Ju||*[|0]| = [[u]l*|IVul|-

AN

Se v#0euevnonsono ortogonali tra loro, allora poniamo o := u,v.



Se (come nella figura qui sotto) angolo nullo < a < angolo retto

B

a

o “H A

allora cos(a) > 0 e quindi |cos(a)| = cos(a). Tenendo conto di cio si ha che

A
[[V]I*|cos(u, v)| = OB*|cos(a)] = OB*cos(o) = OH = ||vu|

Se, invece (come nella figura) angolo retto < a < angolo piatto

B

B a

H< A

allora cos(a) < 0 e quindi |cos(o)| = —cos(a) = cos(B). Tenendo conto di cio si ha che
[IV]I*|cos(u, v)| = OB*|cos(a)| = OB*[—cos(a)] = OB*cos(B) = OH = ||vu||
Quindi, in ogni caso abbiamo che ||v|[*|cos(u, V)| = ||vd]|.

AN A
A questo punto si ha che [uev| = | [[ul[*[]v[[*cos(u, v)T | = [Jul*[[vI[*|cos(u, v)I = [lulP*[Iva]| =

PS.8. Corollario. Se u e v sono due vettori liberi non nulli, allora
A
[Ival| = [IVII*|cos(u, v)| = uev|/||u]l;

cos(u,v) = (usv)(ullivl.

PS.9. Altre proprieta del prodotto scalare. Siano u, v e w tre vettori liberi e oo un numero reale.
Si puo provare che

() a*(uev) = (axu)ev = ue(axv) (passeggio dello scalare)

dove qui il simbolo x denota il prodotto di uno scalare per un vettore

(H (U v)ew = (Usw) + (Vew) (proprieta distributiva rispetto alla somma tra vettori)

dove @ & una somma tra due vettori liberi mentre + € una somma tra due numeri reali.



PV.1. Definizione. Siano u=0 e v =0 due vettori liberi non paralleli. Sia O un punto qualsiasi
dello spazio. Sia A 1’unico punto dello spazio tale che [OA] = u. Sia B I’unico punto dello spazio
tale che [OB] = v. Siccome u e v non sono paralleli, esiste un unico piano che contiene i tre punti O,
A e B. Denotiamo col simbolo no(u, v) tale piano. Diremo direzione ortogonale ai due vettori u e v

la direzione di una qualsiasi retta ortogonale al piano wo(u, V).

PV.2. Osservazione. Si noti che la definizione precedente & ben posta ovvero non dipende dalla
scelta del punto O. Infatti, per ogni punto O’ diverso da O, il piano mo’(u, v) € parallelo al piano

no(u, V). Quindi, una retta r & ortogonale al primo piano se e solo se € ortogonale al secondo piano.

direzione di r = direzione ortogonaleauev



PV.3. Definizione. Diremo prodotto vettoriale di due vettori liberi u e v (in quest’ordine) e lo

indicheremo col simbolo uav il vettore libero cosi definito
-seu=0vel v=0vel uevsono paralleli allora uav:=0

-seu=0etv=0etuevnonsono paralleli allora UAv :=w dove

AN
lunghezza di w = ||w|| =|JuAv|| := [Ju]*[[v][*sin(u, v)
direzione di w := direzione ortogonale ai due vettori u e v

verso di w := verso stabilito con la regola della mano destra

UAV=W /(\w= pollice

u = indice
mano
destra
(Y
-
Vv = medio

AN AN
PV.4. Osservazione. Se u e v sono due vettori non nulli, allora sin(u, v) > 0. Inoltre, sin(u,v) =0

AN N
se e solo u, v =angolo nullo oppure u, Vv =angolo piatto ovvero se e solo se u e v sono paralleli.

Quindi, se u e v sono due vettori non nulli e non paralleli, allora ||uav|| > 0 da cui uav # 0.

Tenendo conto dalla definizione di prodotto vettoriale e dall’osservazione precedente si provano

facilmente le seguenti

PV.5. Prime proprieta del prodotto vettoriale.
(@ vau =—uav (proprieta anticommutativa)

(b) uav=0 seesolose u=0velv=0velu/lv(ovverose e solose uevsono paralleli tra loro)



PV.6. Teorema. (significato geometrico del modulo del prodotto vettoriale).
Siano u e v due vettori liberi. Sia O un punto dello spazio. Sia A 1’unico punto dello spazio tale che
[OA] = u. Sia B I'unico punto dello spazio tale che [OB] =v. Sia A il parallelogrammo avente O

come uno dei suoi quattro vertici e i segmenti OA e OB come i due lati uscenti da O. Si ha che

|luav|| = area del parallelogrammo A

B

A
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Dimostrazione. Se u =0 vel v=0 vel u // v allora per PV.5.(b) si ha che uav = 0. Inoltre, in questo

caso I’area del parallelogrammo A € ovviamente nulla. Quindi, ||luav|| = ||0]| = 0 = area A.

Se u =0 e v=0sono due vettori liberi non paralleli (come nella figura sopra), indichiamo con H la
proiezione ortogonale del punto B sull’unica retta passante per i due punti distinti O e A. Il
triangolo OHB é rettangolo in H e quindi OB*sin(o)) = BH. Inoltre, I’area del parallelogrammo A €

uguale al prodotto di OA (lunghezza della base) per BH (lunghezza dell’altezza).

A
Infine, si ha che [[uav]| = |lul[*|lv|][*sin(u,v) = OA*OB*sin(a) = OA*BH =area A. =

PV.7. Altre proprieta del prodotto vettoriale. Siano u, v e w tre vettori liberi e o un numero
reale. Si puo provare che

(©) ax(uav) = (axu)Av = ua(axv) (passeggio dello scalare)

dove qui il simbolo x denota il prodotto di uno scalare per un vettore

(d) (u® v)Aw = (uaw) @ (vaw)  (distributivita destra rispetto alla somma tra vettori)

dove qui il simbolo @ denota la somma tra due vettori liberi.

Inoltre, tenendo conto di PV.5.(a) e PV.7.(d) si ha che

WA(U @ V) = —[(u @ V)AW] = —[(uaw) @ (VvAW)] = [-(uaw)] & [-(vAw)] = (WAU) & (WAV)

Ovvero vale anche la seguente proprieta

() wa(u @ V) = (wau) @ (wav)  (distributivita sinistra rispetto alla somma tra vettori)



PM.1. Osservazione. Siano u, v e w tre vettori liberi. Siccome il prodotto scalare vew € un numero
reale e A & un’operazione tra due vettori liberi, la scrittura uA(vew) non ha senso. Quindi, la

scrittura uAvew puo essere interpretata solo come (UAV)ew.

PM.2. Definizione. Diremo Prodotto misto di tre vettori liberi u, v e w il numero reale

Unvew

PM.3. Osservazione. Sia Q un parallelepipedo e sia O uno dei suoi otto vertici. Siano OA, OB e
OC i tre spigoli di © uscenti dal vertice O. E’ facile rendersi conto che il volume di Q € uguale a

zero se e solo se i quattro punti O, A, B e C sono complanari.

PM.4. Teorema. (significato geometrico del valore assoluto del prodotto misto).

Siano u, v e w tre vettori liberi. Sia O un punto qualsiasi dello spazio. Sia A 1’unico punto dello
spazio tale che [OA] = u. Sia B I’'unico punto dello spazio tale che [OB] =v. Sia C I’'unico punto
dello spazio tale che [OC] = w. Sia Q il parallelepipedo avente il punto O come uno dei vertici e i

segmenti OA, OB e OC come i tre spigoli uscenti dal vertice O. Si ha che

luavew| = volume del parallelepipedo Q



Dimostrazione. Se (come nella figura qui sotto) i tre vettori u, v e w sono complanari, allora i
quattro punti O, A B e C sono complanari e, quindi, per PM.3 volume di Q =0. Se poniamo
t := uav si ha, per definizione, che il vettore t & ortogonale al piano mo e quindi t L w. Per cui

tew = 0. Infing, si ha che |uavew| = |[tew| = |0] = 0 = volume di Q.

Siano infine u, v e w tre vettori liberi non complanari (come nella figura qui sotto).

H, C
AN
t \"\")
0 \"4
u
Ty A D

Se poniamo t := uav si ha, per definizione, che il vettore t & ortogonale al piano mo. Per PV.6 il
modulo di t ¢ uguale all’area del parallelogrammo OABD ovvero |[[t|| = |luav|| = area OABD. Si
vede subito che 1’altezza OH del parallelepipedo Q e uguale alla lunghezza della proiezione
ortogonale del vettore w lungo la direzione individuata dal vettore t ovvero OH = ||wi||. Per PS.7 si
ha che [tew| = ||t||*||wt||. Infine, abbiamo che

luavew| = |tew]| = |[t||*|lw¢|| = (area OABD)*(altezza OH) = volume di Q. =



BO.1. Osservazione. Ricordiamo che una terna (u, v, w) ordinata di vettori liberi & una base dello

spazio vettoriale dei vettori liberi se e solo se u, v e w non sono complanari.

BO.2. Definizione. Diremo base ortonormale dello spazio dei vettori liberi una base (i, j, k)

tale che i tre vettori i, j e k sono versori (ovvero [|i|| = ||j|| = ||k|| = 1) a due a due ortogonali tra loro

(ovveroi Lj, i LkejlKk).

BO.3. Osservazione. Se (i, j, k) € una base ortonormale, allora per definizione il vettore inj €
ortogonale sia a i che a j ovvero iaj // k. Inoltre, |liAJ|| = [[i|[*lj]I*sin(i, J) = 1*1*1 = 1. Quindi, il

vettore iAj € un versore. Quindi, si ha che iAj = k oppure iAj = —k.
BO.4. Lemma. Sia (i, j, K) una base ortonormale dello spazio dei vettori liberi tale che iAj = k.

IA]=k /\k=pollice

I = indice

mano
destra

j = medio

Si prova facilmente che

1) iei=jej=kek =1 2) iej = jek =kei =0
3) ini=jaj=kak =0 4) jak =i e kai=]
=2 inNj=k | jai=-k

no JAk=i kaj=-i

kAal =] | IAk =+




BO.5. Teorema. Sia (i, j, K) una base ortonormale dello spazio dei vettori liberi tale che iAj = k.
Siano u e v due vettori liberi. Se (uy, Uz, U3) € "unica terna ordinata di numeri reali tali che
U =u1i + Uzj + usk e (v, V2, v3) € I'unica terna ordinata di numeri reali tali che v = vii + voj + v3k

allora si ha che

UeV = U1V1 + U2V2 + U3V3

UAV = (U2v3 — U3V2)l + (U3v1 —U1V3)] + (U1v2 — Uavi)K

Dimostrazione. Utilizzando le proprieta del prodotto scalare e il lemma BO.4 otteniamo
uev = (Uil + uz] + uzk)e(vii + Voj + v3K) = (uzi)e(vii) + (usi)e(vzj) + (usi)e(vsk) +
+ (Uzi)e(v1i) + (u2i)e(vz]) + (uzi)e(v3K) + (usi)e(vai) + (Usi)e(vzj) + (usi)e(vsk) =
= ugvi(iei) + ugva(iej) + urva(iek) + uavi(jei) + uzvz(jej) + usva(jek) +
+ uzvi(kei) + uava(kej) + usva(kek) = uivi + uzvz + Usvs
Utilizzando le proprieta del prodotto vettoriale e il lemma BO.4 otteniamo
UAV = (Ul + U] + usk)A(Vii + V2 + v3K) = (u1i)A(vii) + (u1i)A(v2)) + (Uii)A(v3K) +
+ (U2i)A(Vai) + (U2i)A(V2)) + (U2i)A(vak) + (Uzi)A(vii) + (Usi)A(vz)) + (usi)A(vsK) =
= Uvi(iai) + urva(iaj) + urvs(ink) + uavi(jai) + uava(jaj) + uava(jak) +
+ UaVvi(kai) + usva(kAj) + uzava(kak) = uivi0 + ugvek + ugva(—j) +
+ Uavi(=K) + u2v20 + uavai + usvyj + Usva(—i) + usv30 =

= (U2va — Usv2)i + (Usvy —U1v3)j + (Uva — Uvi)K  m
Come immediata conseguenza del teorema precedente si ha il seguente

BO.6. Corollario. Sia (i, j, k) una base ortonormale dello spazio vettoriale dei vettori liberi.
Siano u, v e w tre vettori liberi. Sia (u1, Uz, us) I'unica terna ordinata di numeri reali tali che
U = u1i + uzj + usk. Sia (vi, V2, v3) "unica terna ordinata di numeri reali tali che v = vii + V2] + v3k.

Sia (w1, Wz, w3) I’unica terna ordinata di numeri reali tali che w = wii + wzj + wsk. Allora si ha che

UAVeW = (U2V3 — UaV2)Wi + (UsVi —U1V3)W2 + (U1V2 — U2V1)W3



Possiamo ricordare il prodotto vettoriale e il prodotto misto nel modo seguente:

UAV

R T ¢ W; Wy Wy
=detju; U, Uj UAVew = det| U; U, Uj
Vi Vo V3 Vi V2 V3

Infatti, si ha che

UAV

= (U2V3 — U3V2)i + (U3V1 —U1V3)j + (U1V2 — U2V1)k =

ik

= i(U2V3 — V2U3) — j(U1V3 — V1U3 ) + k(U1V2 — V1U2) = det Ul U2 U3

e che

Vi V, Vg

UAVOW = (UyV3 — UzV2)Wg + (UsVy —U1V3)Wo + (U1Ve — UaVi)W3 =

W Wy Wj

= W1(U2V3 — V2U3) — W2(U1V3 — V1U3) + W3(U1V2 — V1U2) = det U, u- U3

Vi Vo V3

Osservazione. Siano u, v e w tre vettori liberi.

1)

2)

3)

Siccome il prodotto scalare uev & un numero reale e e ¢ un’operazione tra due vettori liberi,

la scrittura (uev)ew non ha senso. Quindi, non ha senso chiedersi se per il prodotto scalare

di due vettori liberi valga la proprieta associativa.

Siccome il prodotto vettoriale uav & un vettore libero e A ¢ un’operazione tra due vettori

liberi, la scrittura (uav)Aw ha senso. Quindi, ha senso chiedersi se per il prodotto vettoriale

di due vettori liberi valga la proprieta associativa ovvero ha senso chiedersi se

Il prodotto vettoriale NON gode della proprieta associativa

ovvero esiste almeno una terna di vettori liberi per i quali si ha che (UAV)AW # UA(VAW),
Ad esempio prendendo u =i, v =j e w = 2i+3] si hache

(UAv)Aw = (IA)A(21+3]) = kKa(2i+3]) = 2(kal)+3(kaj) = 2J+3(-1) = 2j-3i

UA(VAW) = IA[JAQRI+3))] = IA[2(jA1)+3(jA))] = iA[2(=K)] = =2(ink) = =2(-j) = 2j



