Esercizio 1. Classificare la conica: X2 — 10xy +y2 + 10x — 2y + 1 = 0.

_[a b/2]_11 -5
A'_[b/Z c ]_[—5 1]
PAL) =N =20 —24=(L-6)(L +4) = Xi=6 e =4

Per il Teorema 23.7, A & diagonalizzabile tramite una matrice C associata ad una rotazione.

a=1 b=-10 c¢c=1 d=10 e=-2 f=1

Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 6, cioé le autosoluzioni del sistema (A — 61)X = 0.

-5 -5 —5x -5y =0
(A_6I)_[—5 —5] = {—5x—5y=0

Dato che ||(1, -1)|| = V2, scegliamo u =

= X+y=0 = (x,y)=11, -1) VteR—{0}

1 1y_ 1. 1. . _
(5 y ﬁ) = — ) come autoversore relativo a A1 = 6.
1

- = L P i - _
Ora, prendiamo v = (—uy ,u) = (\/E , ﬁ) i + =] come autoversore relativo a A, = —4.

V2
S
La matrice C = \/51 ‘/f = [C956 —em 9] che ha come colonne le componenti di u e v e una
-= 5 sinf cos6
2 2

matrice associata ad una rotazione. Si osservi anche che coso = \/Z—E e sind = — g Quindi, 6 = —n/4

radianti. Ciog, il RC(O, u, v) si ottiene ruotando il RC(O, i, j) attorno ad O di 45° in senso orario.
La rotazione trasforma il complesso dei termini di secondo grado ax? + bxy + cy? = x? — 10xy + y?
nel complesso  L,(x7) + A,(y")? = 6(x)% — 4(y")*.

La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado  dx + ey = 10x — 2y

nel complesso gx’+ hy’ dove (ricordiamo)e [d e]C=[g h]. Quindi,

1

1

[10 21| 2 |=[6vZ 4vZ]
Tz V2

Quindi, la rotazione trasforma il complesso 10x — 2y nel complesso 6v2x’ + 4v/2y’.

Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione 6(x’)? — 4(y’)? + 6v/2x’ + 4y/2y’ + 1 = 0.

6(x’)? + 6v2x’ —4(y))° + 42y’ +1=0

V2

600+ 272 -3 a(y ~2242+1=0

6(x + )7 — 4(y’

~Y 4241320

6(x' + 2 - 4y = D=0
x"=x"+ vz
Effettuando la traslazione \/25 otteniamo 1’equazione 6(x7)% — 4(y”)2 =0 ovvero
yn — yr _ 7

(V6x>* +2y”*)(/6x”* — 2y**) = 0. Quindi, la conica & unione di due rette reali distinte incidenti.



Esercizio 2. Classificare la conica: 8x2 — 12xy + 17y? + 60x — 70y + 105 = 0.

a b/2 8 -6
a=8 b=-12 c¢=17 d=60 e=-70 f=105 A= =
bh/2 ¢ -6 17

pa(r) =A% - 250 +100=(L —-5)(A—20) = A1=5, A2=20
Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 5 cioe le autosoluzioni del sistema (A — 51)X = 0.

3 —6 {3x—6y=0

A-SD=]" 12 —6x+12y =0

= X=-2y=0 = (x,¥)=t(2,1) VteR—{0}

2

Dato che ||(2, 1)]| = /5, scegliamo u = (%, %) ==

. 1. .
i + =] come autoversore relativo a A1 = 5.

Ora, prendiamo v = (—Uy i+ %j come autoversore relativo a A2 = 20.

_ 1 25 _ 1
,UX)—(_Evﬁ)__ﬁ

2 1

La matrice C = */f 2‘/3 = [C956 —em 9] che ha come colonne le componenti di u e v e una
- = sinf cosf
YEH

matrice associata ad una rotazione.

La rotazione trasforma il complesso di secondo grado ax? + bxy + cy? = 8x? — 12xy + 17y?
nel complesso L., (x")? + A,(y")? = 5(x)% + 20(y’)?

La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado dx + ey = 60x — 70y

nel complesso gx’+ hy’ dove (ricordiamo)é [d e]C=[g h]. Quindi,

2 1
[60 —70]|"®  5|=[10v5 -405 ].
V5 45

Quindi, la rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado 60x — 70y
nel complesso 10 J5x - 40\/§y’ . Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione
5(x")% +20(y")? + 10V5x” — 40V/5y” + 105 =0
(x*)% + 2v/5x’ + 4(y’)? = 105y’ + 21 =0
(x* +V5)?> =5 +4(y’ —v/5)>-20+21=0
(x* +V5)? +4(y’ —/5)> - 4=0

x"=x"++5

otteniamo ’equazione (x”)2 + 4(y”)2 =4 ovvero
yu — yr _ \/g

Effettuando la traslazione {

2x)% + ()% = 1. Quindi, la conica & un’ellisse.



Esercizio 3. Classificare la conica: 3x2 + 103 xy — 7y? + 43x — 44y — 52 = 0.

3 53
53 -7

b2
a=3 b=10/3 c=-7 d=4+3 e=-44 f=-52 A:[a }

b/2 ¢
Pa(l) =A2+40L—96=(L-8)(A+12) = A =8, A2=-12

Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 8 cioe le autosoluzioni del sistema (A — 81)X = 0.

_5 5\/§] - {—Sx +5V3y =0

5V3 —15 5v3x— 15y =0 x—~3y=0 = (x,y)=t(+3,1) VteR-{0}

(A—8l)= [
_ . _ 3 1, _V3. 1. . _
Dato che ||(\/§, 1)|| = 2, scegliamo u = (7, 5) = —i + -] come autoversore relativo a A1 = 8.

Ora, prendiamo v = (—uy Ju)=(- % ?) =— %i + gj come autoversore relativo a Ao = —12.

NN,

La matrice C = | 2 [ = [CPSH — s 9] che ha come colonne le componenti di u e v & una
1 V3 sinf cos@
2 2

matrice associata ad una rotazione. Si osservi anche che coso = g esind = % Quindi, 6 = nt/6 radianti.
Cioe, il RC(O, u, v) si ottiene ruotando il RC(O, i, j) attorno ad O di 30° in senso antiorario.

La rotazione trasforma il complesso di secondo grado ax? + bxy + cy? = 3x? + 10+/3 Xy — 7y?

nel complesso A, (x")% + A,(y")? = 8(x’)% — 12(y").

La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado dx +ey = 4:/3x— 44y

nel complesso gx’+ hy’ dove (ricordiamo)é [d e]C=[g h]. Quindi,

Bl
2 2| —

[443 —44] I ~2443 1.
2 2

Quindi, la rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado 4+/3x — 44y
nel complesso — 16x” — 24+/3y’.
Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione 8(x’)? — 12(y’)? —16x’ — 24+/3y’ =52 =0
2(x’)? —4x> = 3(y’)? =633y’ - 13=0
2’ —1)?=2-3(y’ +4/3)°+9-13=0
2(x’ —1)>-3(y’ +v3)2-6=0

x"=x"—1

Effettuando la traslazione {y”: V' + 3 otteniamo 1’equazione Z(X”)Z_ 3(y,,)2 =6 oVVero

~(x”")? = 5(y"")? = 1. Quindi, la conica & un’iperbole.



Esercizio 4. Classificare la conica: 3x2—43xy +4y2 + 23x -4y +1=0.

2 _
a=3 b=-443 c=4 d=243 e=-4 f=1 A=|° biz)_| 3 23
bl2 ¢ ~2J3 4

PA) =02 —=TA=A(L-T7) = =7, h2=0.

Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 7 cioe le autosoluzioni del sistema (A — 71)X = 0.

_4 _2\/§] {—4x —2V3y =0
A-TI)= = = 2x+3y=0 = (X, y) =t(+/3, =2) V=0
( ) -2v/3 -3 —2\3x =3y =0 Y oY) = )
_ . _ 3 -2y _ V3. 2. . _
Dato che ||(v/3, —2)|| = ~/7 , scegliamo u = (% ) =51 — ) ] come autoversore relativo a i = 7.

. 3. .
i+ %j come autoversore relativo a A2 = 0.

: - (2 3y_2
Ora, prend|amov—(—uy,u )—(ﬁ, ﬁ)—ﬁ

La matrice C = ] che ha come colonne le componenti di u e v & una

V3 sin8 cos@

V32
N [cos@ —sin6
i =
V7 N7

matrice associata ad una rotazione.

La rotazione trasforma il complesso di secondo grado ax? + bxy + cy? = 3x? — 4+/3xy + 4y?

nel complesso (ricordiamo che A2 = 0) A,(x")? + Ay(y")* = 7(x))2.

La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado dx +ey = 2/3x - 4y

nel complesso gx’+hy’ dove (ricordiamo)é [d e]C=[g h]. Quindi,

NER
N

[2V3 —4]_i i =[2V7 0].
N

Quindi, la rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado 2+v/3x — 4y

nel complesso  2v7x’.

Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione
1(x)?+247x°+1=0

(x> + g)zz 0

(x + =0
" ﬁ
Effettuando la traslazione {¥ — * ¥ otteniamo I’equazione (x’*)? = 0.
yVV — yf

Quindi, la conica e unione di due rette reali coincidenti.



Esercizio 5. Classificare la conica: 4x2 + 4xy + y2 + 2J5x + 65y +5+ 2.3 = 0.
b/2]_14 2
] - [2 1

a=4 b=4 c=1 d=2VE e=6V5 f=5+2V3 A:[“
b/2 ¢

pa(l) =22 —5A=A(L-5) = A1 =5, A2=0

Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 5 cioe le autosoluzioni del sistema (A — 51)X = 0.

-1 2 —x+2y=0
(A—5|):[2 _4]:>{Zx_4;120:>x—2y:O:>(x,y):t(2,1)Vt¢O

Dato che ||(2, 1)|| = +/5, scegliamo u = j come autoversore relativo a A1 = 5.

2 1,_ 2., 1
R E R

- 1 . 2 - .
Ora, prendiamo v = (-u — i + == ] come autoversore relativo a A2 = 0.
prendiamo ( y NG J 2

1uX)_(_EaEa)__
_1
NG :[cose —sin@
2 sin@ cos@
\5

La matrice C = ] che ha come colonne le componenti di u e v & una

Gl Gl

matrice associata ad una rotazione.

La rotazione trasforma il complesso di secondo grado ax? + bxy + cy? = 4x? + 4xy + y?
nel complesso (ricordiamo che A2 = 0) A,(x")? + A(y")* = 5(x7)? .

La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado dx + ey = 2/5x + 6v/5y

nel complesso gx’+hy’ dove (ricordiamo)é [d e]C=[g h]. Quindi,

2 1
[2v5 6V5[¥®  °|=[10 10].
N

Quindi, la rotazione trasforma il complesso 2+/5x + 6v/5y nel complesso 10x’ + 10y’.

Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione
5(x))? + 10x” + 10y’ +5+ 2¢/3=0
5x+1)%2—5+10y’ +5+2v/3=0
5x>+1)2+ 10y’ +24/3=0
10y’ + 23 = = 5(x” + 1)?

s V3_ 1, 2
y+Ho=-5;x+1)
x"=x"+1 )
Effettuando la traslazione {y” — it V3 otteniamo I’equazione y”’ = — E(X,,)z_
5

Quindi, la conica € una parabola.



Esercizio 6. Classificare la conica: 5x2 — 2V3xy + 7y2 — 12v3x + 20y + 36 = 0.

b/2 5 —V3
a=5 b=-2v3 c=7 d=12J3 e=20 =36 A:[a ]:[ ]
b/2 ¢ -3 7
pa(l) =A2—12A+32=(A-4)(L—8) = M =4, A, =8.
Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 4 cioe le autosoluzioni del sistema (A — 41)X = 0.

VBxaay =0 = X7 V3YEO = () =81 vieRH{0)

(A-41)= [_f/§

Dato che ||(\/§, 1)|| = 2, scegliamo u = (g, %) = ?i + %j come autoversore relativo a A1 = 4.

Ora, prendiamo v = (—uy Ju)=(- % ?) =— %i + ?j come autoversore relativo a A2 = 8.

31

La matrice C = | 2 [ = [CPSH — s 9] che ha come colonne le componenti di u e v & una
1 V3 sinf cos@
2 2

matrice associata ad una rotazione.

La rotazione trasforma il complesso di secondo grado  ax? + bxy + cy? = 5x% — 2+/3 xy + 7y?
nel complesso  L,(x7) + A,(y")? = 4(x)% + 8(y").

La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado dx + ey = — 123 x + 20y

nel complesso gx’+ hy’ dove dove (ricordiamo)e [d e]C=[g h]. Quindi,

NN
2 2| —

[-12+/3 20] Do =[-8 16+/3 ]
2 2

Quindi, la rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado - 123 % + 20y
nel complesso — 8x’ + 16\/§y’.
Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione
4(x°)% + 8(y’)? — 8x’ + 163y’ + 36 = 0
(x°)2—2x’ + 2(y°)? + 43y’ +9=0
(x—1)2-1+2(y’ +V3)°-6+9=0
(- 1F+ 2y +/3)*+2=0

!’

. x'"= . .
Effettuando la traslazione {y” — ' +3 otteniamo 1’equazione (x)? + z(y»,)z —_2 owvero

1 L e L
E(X”)Z + (y’*)? = — 1. Quindi, la conica & un’ellisse immaginaria.



Esercizio 7. Classificare la conica: 9x2 + 6xy + y2 — 6x — 2y — 39 = 0.

a b/2 9 3
a=9 b=6 c¢c=1 d=-6 e=-2 f=-39 A= = .
b/2 ¢ 31

pa(l) =22 —10L=2(A-10) = A1 =10 , A2=0

Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 10 cioe le autosoluzioni del sistema (A — 101)X = 0.

(A—101) = [_31 _39] - {;’ff;}{:g = x-3y=0 = (x,y)=t(3,1) VteR-{0}

Dato che ||(3, 1)|| = V10, scegliamo u = (\/_ \/_) \/_ ﬁj come autoversore relativo a A1 = 10.
3, _ 1
Ora, prendiamo v = (— uy, u )= ( —, = —\/?I Oj come autoversore relativoa A2 = 0.

3

La matrice C = \/i_o \/_ 0059 —sin6

= smH cos 0
V10

matrice associata ad una rotazione.

] che ha come colonne le componenti di u e v e una

La rotazione trasforma il complesso di secondo grado ax? + bxy + cy? = 9x? + 6xy + y?
nel complesso (ricordiamo che A2 = 0) A,(x")? + Ay(y")* = 10(x)?
La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado dx + ey = — 6x — 2y

nel complesso gx’+ hy’ dove dove (ricordiamo)e [d e]C=[g h]. Quindi,
[-6 —2][V_ V__[ 210 0]

Quindi, la rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado — 6x — 2y

nel complesso 210 x°.
Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione
10(x’)? — 2/10x’ = 39=0

106 ~ Y02 1 -39:=0

10— Y92 _40=0
10
, V1o -
(X - 1—0)2 -4 = 0
" _— A @
Effettuando la traslazione {* =% ~ 10 otteniamo I’equazione (x)>~4=0 ovvero
y!! — y!

(x> =2)(x> +2)=0. Quindi, la conica & unione di due rette reali distinte parallele.



Esercizio 8. Classificare la conica: 3x2 + 2xy + 3y2 —4x — 12y + 12 = 0.

_ _ _ _ _ _ _[a Db/2]1_13 1
a=3 b=2 c=3 d=-4 e=-12 f=12 A—[b/z c]_[l |

PA) =22 —BA+8=(A-H(A—-2) = M =4, k=2

Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 4 cioe le autosoluzioni del sistema (A — 41)X = 0.

(A —4l) = [‘11 _11] - {—xx_+yy:=00 — x—y=0 = (x,y)=t(, 1) VteR—{0}

Dato che ||(1, 1)|| = V2, scegliamo u = J_ \/_j come autoversore relativo a A1 =

(5.5 =

Ora, prendiamo v = (—u —i+ \/_j come autoversore relativo a Ao = 2.

WECE R E
1 _1
V2 NG :[cosé’ —sin@
1 1 sinf cos@
TR

matrice associata ad una rotazione. Si osservi anche che 6 = n/4 radianti. Cioe, il RC(O, u, v) si

La matrice C = ] che ha come colonne le componenti di u e v & una

ottiene ruotando il RC(O, i, j) attorno ad O di 45° in senso antiorario.

La rotazione trasforma il complesso di secondo grado ax? + bxy + cy? = 3x% + 2xy + 3y
nel complesso  L,(x7)? + A,(y")? = 4(x")% + 2(y").

La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado  dx + ey = —4x — 12y

nel complesso gx’+ hy’ dove (ricordiamo)é [d e]C=[g h]. Quindi,

[-4 —12] _ﬁ =[-8V2 -4/2].
\/— r

Quindi, la rotazione trasforma il complesso di primo grado —4x — 12y

nel complesso  — 8v2x’ — 4v/2y".

Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione 4(x*)? +2(y’)?> — 8v2x’ — 442y’ +12 =0
2(¢)? = 42x + (v =2y’ +6=0
2x’-V2)? -4+ (y—2)>-2+6=0

2(x—V2)° + (y'-v2)*=0

x"=x"—+2
y'=y' =2

Quindi, la conica ha un solo punto reale.

Effettuando la traslazione { otteniamo 1’equazione 2(x’*)? + (y”’)? = 0.

Utilizzando i numeri complessi e indicata con i I’unitd immaginaria (tale che i = -1, ovvero —i? = 1), possiamo scrivere
I’equazione 2(x’*)2 + (y”’)2 =0 come segue (vV2x’*)? — (iy’)? = 0 ovvero (v2x’’ — iy’)(v/2x>* + iy’) = 0. Quindi, la conica

& unione di due rette immaginarie coniugate incidenti in un punto reale.



Esercizio 9. Classificare la conica: 4x2 — 12xy + 9y? — 4x + 6y + 53 = 0.

a b2 4 -6
a=4 Db=-12 ¢c=9 d=-4 e=6 f=53 A= = .
bi2 ¢ -6 9

pa(h) =A% - 13 =A(A-13) = M =13, 22=0
Troviamo gli autovettori relativi a A1 = 13 cioe le autosoluzioni del sistema (A — 131)X = 0.

6] {—9x -6y =0

_[-9 -
A-13)=|"0 T, —6x—4y =0

= X+2y=0 = (X, ¥)=t(2, -3) VteR—{0}

Dato che [|(2, —-3)|| = V13, scegliamo u = - \%j come autoversore relativoa iy = 13.

2 3y 2
ek

. 3 2 3. 2 . .
= (— = (— —)= — + — -
Ora, prendiamo v = ( uy, u ) (Jﬁ , \/ﬁ) 7+ 755) come autoversore relativo a A, = 0.
2 3
La matrice C = \/1_2 \/;_3 = [C959 —sm 9] che ha come colonne le componenti di u e v & una
= = sinf cos@
Vi3 V13

matrice associata ad una rotazione.

La rotazione trasforma il complesso di secondo grado ax? + bxy + cy? = 4x% — 12xy + 9y?
nel complesso (ricordiamo che 22 =0)  %,(x")? + Ay (y")* = 13(x’)?.

La rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado  dx + ey = —4x + 6y

nel complesso gx’+ hy’ dove (ricordiamo)é [d e]C=[g h]. Quindi,

2 3
[-4 6] Y2 YIB|=[-2J13 0]
V3 VB3

Quindi, la rotazione trasforma il complesso dei termini di primo grado —4x + 6y
nel complesso  — 213 x’.

Per cui, rispetto al RC(O, u, v) la conica ha equazione 13(x’)? — 2/13x’ +53=0
13~ 2?2 1 +53=0
1B3x-YB2452=0
13
-7+ 4=0

"o_— Al E
Effettuando la traslazione {* ~%* T3 otteniamo I’equazione (x”’)? + 4 = 0. Poiché questa

" !

equazione non ha soluzioni reali, la conica non ha alcun punto reale.
Utilizzando i numeri complessi, indicata con i I’unitd immaginaria (tale che i2 = -1, ovvero —i? = 1), possiamo scrivere
I’equazione (x’*)?>+ 4 =0 come segue (x’*)? — (2i)?> = 0 ovvero (x>’ — 2i)(x’” + 2i) = 0. Quindi, la conica & unione di due

rette immaginarie coniugate non aventi punti (propri) in comune. Per cui le possiamo “pensare” come parallele.



